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Processus de Markov déterministes par morceaux

Un processus de Markov déterministe par morceaux (PDMP pour l’anglais piecewise-deterministic
Markov process) [3, 4] est un processus à temps continu (Xt)t∈R+ évoluant de manière déterministe
pour presque tout t mais subissant ponctuellement des sauts aléatoires à des instants aléatoires. Un
tel processus défini sur un ouvert E de Rd est décrit par un triplet (λ,Q,Φ) où λ : E → R+ est le
taux de saut, Q : E × B(E) → [0, 1] est le noyau de transition et Φ : R × E → E est le flot auquel
obéit la dynamique déterministe. Si on note Tn les instants de saut du processus (avec T0 = 0), la
dynamique du processus (Xt)t∈R+ entre les instants Tn et Tn+1, conditionnellement à XTn , s’écrit
ainsi :

— Pour tout Tn ≤ t < Tn+1, Xt = Φ(t− Tn|XTn) ;
— La position XTn+1 en Tn+1 est sélectionnée selon le noyau Q, i.e.

E
[
φ(XTn+1) |XTn , Tn+1 − Tn

]
=

∫
E
Q(Φ(Tn+1 − Tn|XTn), dy)φ(y).

Il reste alors à décrire la loi des instants de saut, Sn+1 = Tn+1 − Tn,

P(Sn+1 > t |XTn = x) = exp

(
−
∫ t

0
λ(Φ(s|x))ds

)
1{0≤t<t⋆(x)},

où t⋆ : E → R+∪{+∞} désigne le temps déterministe d’atteinte de la frontière de E suivant le flot.

Objectif de la thèse

La statistique des PDMPs a déjà été étudiée par exemple dans le contexte de la modélisation
pour des questions environnementales, notamment en écologie [1, 7]. L’objectif de cette thèse
sera de l’appliquer à une problématique de modélisation de la mobilité des personnes en milieu ur-
bain. Dans ce cadre, on étudiera un PDMP spatial à valeur dans R2 décrivant le déplacement d’une
personne au cours du temps. On introduira également un processus stochastique (Et)t∈R+ d’envi-
ronnement, affectant la dynamique du processus à travers une ou plusieurs de ses caractéristiques.
Ce processus environnemental peut à la fois provenir de facteurs exogènes (e.g. le prix de l’essence,
la météo) ou endogènes (e.g. une maladie, un congé).

Nous nous poserons alors les questions suivantes :
— Peut-on décrire la loi du processus pour des variables environnementales observées ou non ?
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— Quel est l’effet de la variable environnementale sur chacune des caractéristiques locales du
processus ?

— Pour quelles valeurs de la variable environnementale le processus obéit-il à une loi cible
correspondant à une dynamique souhaitable pour le système écologique modélisé ?

Démarche statistique

Pour répondre à ces questions, on pourra considérer deux schémas d’observations : une trajectoire
en temps long d’une part, et plusieurs individus évoluant sur une durée déterminée d’autre part.
À partir de ces observations, on cherchera dans un premier temps à estimer de manière précise
les paramètres du processus en environnement déterministe, notamment en affinant des résultats
récents de la littérature sur l’estimation du taux de saut [2, 5].
Dans un deuxième temps, on se demandera comment calculer la loi du processus couplé avec l’en-
vironnement aléatoire, mais également conditionnellement à ce dernier. On regardera en particulier
comment se propagent les erreurs d’estimation dans ces calculs. Le problème inverse consistant à
déterminer la variable environnementale sous laquelle le processus obéit à une loi donnée sera abordé
par des techniques numériques (MCMC par exemple). Un modèle plus complexe intégrant des in-
teractions entre individus pourra être abordé dans un dernier temps, ce qui nécessitera d’adapter
les techniques d’estimation comme dans [6].
Les résultats théoriques obtenus seront validés par des simulations numériques, et confrontés à des
données réelles de la littérature, comme les données GPS de circulation automobile dans le bassin
rennais (données NeoVya).
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