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Résumé

Résumé Ce travail se situe dans le cadre de la régression non paramétrique univariée. Sup-
posant la fonction de régression & variation bornée et partant du résultat selon lequel une telle
fonction se décompose en la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante, nous
proposons de construire et d’étudier un nouvel estimateur combinant les techniques d’estimation
des modéles additifs et celles d’estimation sous contraintes de monotonie. Plus précisément, notre
méthode consiste a itérer la régression isotonique selon I’algorithme backfitting. On dispose ainsi
a chaque itération d’un estimateur de la fonction de régression résultant de la somme d’une partie
croissante et d’une partie décroissante.

Le premier chapitre propose un tour d’horizon des références relatives aux outils cités a I'instant.
Le chapitre suivant est dédié a I’étude théorique de la régression isotonique itérée. Dans un pre-
mier temps, on montre que, la taille d’échantillon étant fixée, augmenter le nombre d’itérations
conduit & l'interpolation des données. On réussit & identifier les limites des termes individuels
de la somme en montrant 1’égalité de notre algorithme avec celui consistant & itérer la régres-
sion isotonique selon un algorithme de type réduction itérée du biais. Nous établissons enfin la
consistance de I'estimateur.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude pratique de I'estimateur. Comme augmenter le nombre
d’itérations conduit au sur-ajustement, il n’est pas souhaitable d’itérer la méthode jusqu’a la
convergence. Nous examinons des régles d’arrét basées sur des adaptations de critéres usuelle-
ment employés dans le cadre des méthodes linéaires de lissage (AIC, BIC,...) ainsi que des critéres
supposant une connaissance a priori sur le nombre de modes de la fonction de régression. Il en
ressort un comportement intéressant de la méthode lorsque la fonction de régression posséde
des points de rupture. Nous appliquons ensuite ’algorithme & des données réelles de type puces
CGH ou la détection de ruptures est d’un intérét crucial. Enfin, une application a I'estimation
des fonctions unimodales et & la détection de mode(s) est proposeée.

Mots clés Régression non paramétrique, Régression isotonique, Modéle additif, Algorithme
Backfitting, Régression unimodale.

abstract This thesis is part of non parametric univariate regression. Assume that the regres-
sion function is of bounded variation then the Jordan’s decomposition ensures that it can be
written as the sum of an increasing function and a decreasing function. We propose and analyse
a novel estimator which combines the isotonic regression related to the estimation of monotone
functions and the backfitting algorithm devoted to the estimation of additive models.

The first chapter provides an overview of the references related to isotonic regression and addi-



tive models. The next chapter is devoted to the theoretical study of iterative isotonic regression.
As a first step we show that increasing the number of iterations tends to reproduce the data.
Moreover, we manage to identify the individual limits by making a connexion with the general
property of isotonicity of projection onto convex cones and deriving another equivalent algorithm
based on iterative bias reduction. Finally, we establish the consistency of the estimator.

The third chapter is devoted to the practical study of the estimator. As increasing the number
of iterations leads to overfitting, it is not desirable to iterate the procedure until convergence.
We examine stopping criteria based on adaptations of criteria usually used in the context of
linear smoothing methods (AIC, BIC, ...) as well as criteria assuming the knowledge of the
number of modes of the regression function. As it is observed an interesting behavior of the
method when the regression function has breakpoints, we apply the algorithm to CGH-array data
where breakopoints detections are of crucial interest. Finally, an application to the estimation of
unimodal functions is proposed.

Keywords Nonparametric Regression, Isotonic regression, Additive model, Backfitting algo-
rithm, Unimodal regression.
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Introduction

Le cadre de ce travail est celui de la régression non paramétrique univariée. Nous considérons un
couple (X,Y") de variables aléatoires réelles liées par le modeéle général

Y =r(X)+e (1)
ou ¢ est une variable aléatoire réelle telle que E[¢|X] = 0. On sait que

r(X) = E[Y|X] = argmin E[(Y — f(X))?].
FR—R

Disposant de réplications (X, Y;)i=1,..» i.i.d. de (X,Y"), on cherche & estimer r en construisant
un estimateur 7 qui minimise

E [(7(X) — r(X))?].

Les deux approches principales pour estimer r sont ’approche paramétrique et ’approche non
paramétrique. Dans le premier cas, on suppose que r appartient a une classe F de fonctions
indexables par un nombre fini de paramétres, 'ensemble des fonctions linéaires par exemple.
La fonction 7 est donc supposée appartenir & une famille connue et I'estimer consiste alors a
déterminer I’ensemble des paramétres la caractérisant. Dans un cadre non paramétrique, la classe
F n’est pas supposée indexable par un nombre fini de parameétres. Les hypothéses faites sur la
fonction r sont en ce sens beaucoup moins restrictives que dans le cas précédent puisqu’elles
proviennent en général de simples conditions de régularité : F est par exemple ’ensemble des
fonctions continues ou celui des fonctions k fois différentiables.

Dans ce travail, nous nous plagons dans un cadre non paramétrique et prenons pour F l’ensemble
des fonctions a variation bornée. Avant de justifier ce choix, donnons quelques éléments généraux
sur cette classe de fonctions. Le lecteur souhaitant plus de détails pourra se référer a Rudin
(1975).

La notion de fonction & variation bornée a été introduite par Jordan en 1881 pour étendre le
théoréme de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier. La définition est la suivante :

Définition 0.1 (Fonction a variation bornée)
Une fonction f définie sur un intervalle compact I est dite a variation bornée si sa variation
totale

V(f)= sup Z |f(tiva) = (&)

t1<...<tp€l

est finie.
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Pour simplifier, nous prenons I = [0, 1] et considérons donc r € F, avec F définie par

F = {f I=[0,1] =R sup Z|f(ti+1) = flta)l < OO}' (2)

0<t;<..<tp <177

F est un ensemble vaste puisqu’il contient par exemple la classe des fonctions lipschitziennes,
celle des fonctions monotones, celle des fonctions dérivables & dérivée bornée ou encore celle des
fonctions ayant un nombre fini d’extremums locaux. Un contre-exemple typique est la fonction
f définie par f(0) =0 et f(z) = sin(1/x) pour x €]0, 1] qui oscille une infinité de fois entre —1
et 1 quand z se rapproche de 0.

Ce n’est pas tant la définition 0.1 qui motive notre idée qu’une caractérisation de F assurant
qu’une fonction est & variation bornée si et seulement si elle est la somme d’une fonction croissante
et d’une fonction décroissante. En notant C* (resp. C™) le cone des fonctions croissantes (resp.
décroissantes) sur [0, 1], nous avons donc

feFeIueCt,IbeC : f=u+b. (3)

On peut voir cette écriture comme un modéle additif mettant en jeu la partie croissante et la
partie décroissante de la fonction de régression et c’est ce point de vue qui est & l'origine du
travail présenté dans ce document.

D’un c6té, la régression sous contrainte de monotonie, communément appelée régression isoto-
nique, intéresse les statisticiens depuis le milieu des années cinquante et les écrits de Ayer et al.
(1955). Ses développements se poursuivent encore actuellement avec les travaux de Durot (2007)
ou Tibshirani et al. (2011) par exemple. De 'autre, les modeéles additifs ont été introduits par
Friedman & Stuetzle (1981) au début des années quatre-vingt en statistique multivariée comme
un moyen de s’accommoder du fléau de la dimension. Les travaux de Buja et al. (1989), relayés
par ceux de Hastie & Tibshirani (1990), concernent 'algorithme backfitting destiné a les esti-
mer, et ont été a l'origine de nombreux prolongements théoriques. Ils ont également posé les
fondations de leur mise en ceuvre pratique, contribuant grandement & en faire une méthode trés
utilisée dans la communauté statistique.

Nous proposons ici de nous appuyer sur la caractérisation (3) pour faire le lien entre ces deux
champs de la statistique. La méthode que nous présentons consiste ainsi a itérer la régression
isotonique selon l’algorithme backfitting pour estimer une fonction de régression & variation
bornée. Dans cette introduction, nous décrivons briévement ’essentiel des idées et résultats qui
sont développés dans la suite du manuscrit.

Nous supposons que la fonction de régression r du modeéle (1) est définie sur I = [0,1] et a
variation bornée. Nous savons donc qu’il existe w croissante et b décroissante telles que r =
u + b. Une telle décomposition n’est en général pas unique. Par exemple, soit » = u + b une
décomposition quelconque, alors pour toute fonction w croissante, une autre décomposition est

r=u+b=(utw)+ (b—w).

L’unicité suppose de fixer des contraintes sur la décomposition. Il est facile de vérifier par exemple
que si 'on considére des fonctions dérivables, la condition

u xb =0

aboutit (& une constante prés) a une décomposition unique. Une contrainte plus générale fait
intervenir la mesure de Stieltjes (cf. Revuz & Yor (2005), chapitre 0). Elle assure que si r,
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en plus d’étre a variation bornée, est continue & droite en tout point, alors il existe (toujours
a une constante prés) une unique décomposition dont les termes ont des mesures de Stieltjes
mutuellement singuliéres (ou étrangéres). Sous une forme générale, ce résultat s’énonce de la
maniére suivante :

Théoréme 0.1

Soit f une fonction définie sur [0, 1], & variation bornée et continue a droite en tout point de [0, 1]
avec f(0_) = 0. Il existe une unique décomposition f = F* —F~ avec F* et F~ croissantes sur

[0,1] pour lesquelles les mesures de Stieltjes sont mutuellement singuliéres.

La preuve, qui n’est pas détaillée dans la référence mentionnée a l'instant, figure en annexe A
page 105. De facon pratique, le résultat signifie qu’a une constante additive pres, il y a une seule
décomposition r = u + b telle que localement, les fonctions u et b ne varient pas simultanément :
lorsque u est croissante, b est constante et inversement. En ce sens cette décomposition peut étre

vue comme la décomposition & variation minimale de r puisque localement, la variation de r
n’est portée que par I'un des deux termes mais jamais par les deux. Nous la notons

r=u*+b". (4)

La situation est représentée sur un exemple, & gauche en figure 1. Le fait que 'unicité n’ait
lieu qu’a une constante additive prés signifie que les courbes de u* et de b* peuvent subir des
translations opposées.

@+

0
™
L
0.0

!

<

'\
(
/]
L\
72

-0.2

-03
L

Fig. 1 — Décomposition a variation minimale d’une fonction (a gauche) et d’un vecteur (a droite).

Pour construire notre estimateur, nous considérons n réplications (X;,Y;) i.i.d. du modéle (1).
L’algorithme PAV ou PAVA (pour Pool Adjacent Violator Algorithm), connu depuis Ayer et al.
(1955), est l'algorithme le plus couramment utilisé pour la régression isotonique. Il suppose
d’utiliser les observations réordonnées selon l'ordre des X;. Nous les notons (X, Y(;)). Nous
considérons la fonction de répartition de X continue et avons donc X(;) < ... < X(,). Pour
i=1,...,n, nous notons x; (resp. y;) les observations de X(;) (resp. Y{;)). Nous disposons ainsi
des observations (z;,y;) avec 1 < ... < T, et y1,...,y, les observations correspondantes.

L’algorithme PAVA permet de calculer le meilleur ajustement croissant (ou décroissant) au sens
quadratique de y = (y1,...,yn)". Nous notons

: X A 1 :
is0(y) = (G, )’ = argmin = 3 (s — ue)? = argmin ly — |2 (5)
uEC,Jlr ’I’Li:l ueCrT
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avec CF ={u € R" :u; <...<wuy} et |||, la norme quadratique empirique.
De fagon analogue, l'ajustement décroissant ou antitonique est noté
n
anti(y) = (J1, .-, 9n) = argmin — >~ (y; — b;)* = argmin |y — b||> (6)
vee, "o beC,

avecC, ={beR": b > ... > b,}.
C;t et C;; sont des cones fermés dans R"™ et les estimateurs (5) et (6) correspondent aux projections
sur ces cones pour le produit scalaire associé a la norme empirique. Notons que ces opérateurs de
projection n’étant pas linéaires, les estimateurs que nous construisons ne le sont par conséquent
pas non plus.

Le principe du backfitting pour estimer les composantes d’une somme consiste, en partant d’esti-
mateurs initiaux, & actualiser tour a tour chacun des termes de la somme en ajustant les résidus
partiels. En partant d’ajustements initiaux fixés a a(9) = b0 = #0) = 0, et en commencant
chaque cycle par un lissage isotonique, cela donne pour une étape k > 1 :

™ = iso (y — I;(k_l)) b*) = anti (y — d(k)) B = g®) 4 p), (7

D’ordinaire, on arréte I’algorithme backfitting lorsque les estimations individuelles des termes de
la somme ne varient plus sensiblement d’une étape a 'autre. Nous montrons que dans notre cas,
augmenter le nombre d’itérations conduit & interpoler les données, ce qui n’est pas souhaitable et
rend donc ce critére d’arrét inopérant. Nous avons dés lors proposé plusieurs critéres d’arrét dans
la mise en ceuvre pratique de la méthode. Cependant, ’obtention de ce résultat d’interpolation
et plus généralement I’analyse de I'estimateur & n fixé, permet de mettre en lumiére un certain
nombre de propriétés intéressantes.

Il existe une fagon directe de montrer que limy,_ |y — 7|, = 0 en voyant la méthode comme
une version particuliére de ’algorithme de Von Neumann (cf. Von Neumann (1950), théoréme
13.7 page 55) puis en utilisant les résultats de Bauschke & Borwein (1994). A notre connaissance,
ceux-ci ne permettent pas de préciser la convergence des termes individuels (%) et b*). En
revanche, par notre approche, nous établissons qu’en augmentant le nombre d’itérations, @(*)
et b(F) convergent respectivement vers les termes de ce que nous appelons la décomposition &
variation minimale y = uy +b; du vecteur y. Comme pour une fonction, u; capture les variations
croissantes de y pendant que b}, reste constant et vice-versa. On peut se représenter la situation
en s’appuyant sur la courbe reliant les points (z;,y;) par des segments comme en figure 1 page
3 a droite.

Certaines étapes de la démonstration s’appuient sur le fait remarquable que le backfitting coincide
dans notre cas avec 'algorithme de réduction itérée du biais consistant, a partir d’'un ajustement
initial, & faire un lissage croissant des résidus courants suivi d’un lissage des résidus partiels puis
a actualiser parties croissante et décroissante. Nous montrons que 1’égalité des deux algorithmes
est due au fait que C,I et C;; sont des cones “minces” de R™.

Nous montrons ensuite la consistance de I'estimateur, mais sans pouvoir nous appuyer réellement
sur les résultats connus pour la régression isotonique. En effet, ceux-ci étudient le comportement
asymptotique de la régression isotonique lorsque la fonction de régression est elle-méme crois-
sante, or notre algorithme commence par une régression isotonique sur des points distribués
autour de la courbe d’une fonction qui ne l'est pas en général. Notre travail s’articule de la
maniére suivante. Dans un premier temps, nous montrons ainsi que 4! converge vers vV, la
fonction isotonique la plus proche de r définie par :

uV = argmin E | (r(X) — w(X))?| = argmin ||r — .
ueCt ueCt
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Plus précisément, moyennant I’hypothése que le bruit € est borné, et grace a des outils classiques
comme les inégalités de concentration et les “covering numbers”, nous montrons

lim E [||a<1> — 02| = 0.
n—oo

Ceci est illustré dans la partie supérieure de la figure 2 ot @) et u(!) sont respectivement
représentées en rouge et bleu.

0.3
1
0.3
1

0.2
0.2

e

0.1
0.1

0.0
0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.3

0.3

0.2
0.2

(k)

0.1
0.1

0.0
0.0

-0.1
1
-0.1
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 2 — [llustration de la consistance.

Ensuite, le principe consiste a itérer ce résultat pour montrer que, pour toute itération k, #(¥)
converge vers la fonction 7(¥) résultant de Papplication de k itérations sur la vraie fonction 7. On
a ainsi pour tout k > 1,

lim E [||f(k) —r®)2] =0,

n— oo

résultat illustré en bas de la figure 2. On observe également que k augmentant, erreur d’approxi-
mation, c’est-a-dire 1'écart ||r — 7(®)|| entre r*) et la fonction de régression diminue. La preuve
proposée s’appuie, comme dans le cas ou n est fixé, sur les travaux de Bauschke & Borwein
(1994). Finalement, par un jeu de compromis entre le nombre d’itérations k et le nombre de
points n, on justifie Pexistence d’une suite (k) croissante avec n telle que

lim B [ 7 — r[[?] = 0.
n—roo

La derniére partie de ce document est consacrée aux applications. Nous commengons par étudier
le comportement de notre méthode sur des exemples simulés. Plusieurs critéres d’arrét sont
envisagés : des critéres pénalisés classiques (de type AIC, BIC, etc.) qui sont d’ordinaire utilisés
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dans le cadre de lisseurs linéaires et que nous transposons & notre cas; des critéres fondés sur
des contraintes de formes comme le nombre de maximums locaux souhaités. En analysant la
décomposition biais-variance des résultats, nous observons le bon comportement de la régression
isotonique itérée pour des fonctions présentant des discontinuités. Aussi I'appliquons-nous a des
données réelles ol la détection de ruptures est un objectif. Les données en question proviennent de
puces dites d’Hybridation Génomique Comparative ou puces CGH. Elles fournissent des niveaux
d’expression de génes et sont utilisées pour la détection des anomalies du nombre de copies de
I’ADN. Enfin, nous proposons d’appliquer la méthode & la régression unimodale qui consiste a
estimer le mode d’une fonction de régression lorsque 1’on sait par avance que celle-ci est croissante
puis décroissante. La régression unimodale est un des prolongements naturels de la régression
isotonique et a fait I'objet de plusieurs études (cf. Turner & Wollan (1997)). Nous montrons que
notre méthode fournit en quelques étapes un intervalle qui contient le mode. 11 suffit d’appliquer
ensuite la régression unimodale habituelle au sein de cet intervalle, I’ensemble de 'opération
étant avantageux du point de vue calculatoire.



Chapitre 1

Les outils : régression isotonique,
modeéle additif

1.1 Reégression isotonique

Il semble que le terme de “monotone regression” apparaisse pour la premiére fois dans Lombard
& Brunk (1963). Cependant, les premiers résultats d’importance sur la régression isotonique sont
publiés au milieu des années cinquante avec les travaux de Ayer et al. (1955). Dans cet article
fondateur, les auteurs donnent un algorithme permettant de déterminer I’estimateur du maximum
de vraisemblance pour le paramétre de probabilité d’une loi binomiale supposé décroitre avec la
variable explicative. Cet algorithme, qui sera ensuite popularisé sous le nom de PAVA pour “Pool
Adjacent Violators Algorithm”, servira de base & de nombreux travaux destinés & généraliser
le résultat initial. Nous le présentons en section 1.1.2. Dans cet article, les auteurs donnent
également une formulation explicite de I'estimateur qui sera elle aussi abondamment reprise
pour prolonger son étude théorique : nous présentons les “min-max formulas” en section 1.1.3.
Auparavant, nous donnons quelques définitions et généralités dans le cadre plus spécifique de
notre étude.

1.1.1 Généralités

Dans quels cas pratiques est-il intéressant d’avoir recours a la régression isotonique ? Selon les
phénomeénes étudiés, il arrive que I’on ait une connaissance a priori sur la monotonie de la fonction
r. Si Pon s’intéresse par exemple & I'influence que peut avoir la dose d’un engrais (variable X)
sur le rendement d’une variété de blé (variable Y'), il est naturel de supposer r croissante. A
I'inverse, on peut penser que le risque de développer une maladie décroit avec la distance a la
source de pollution (cf. Diggle et al. (1999)). Il semble alors pertinent de supposer la monotonie
de la fonction de régression dans ’écriture du modeéle et donc de contraindre les estimateurs a
respecter cette monotonie. Une idée peut bien str consister a forcer la monotonie d’un estimateur
paramétrique en imposant un signe particulier & une droite de régression par exemple. Cependant,
on ne s’affranchit pas dans ce cas des inconvénients de la régression paramétrique liés & une
spécification trop rigide du modeéle. D’un autre point de vue, les connaissances actuelles en
régression non paramétrique permettent aussi de rendre la plupart des lisseurs usuels monotones.
C’est ce que proposent de faire Mammen & Thomas-Agnan (1999) pour des splines de lissage ou
Hall & Huang (2001) pour des estimateurs & noyaux par exemple.
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Cependant, la régression isotonique au sens ot on l’entend usuellement désigne un ensemble
de méthodes non paramétriques répondant spécifiquement au probléme de I’ajustement d’une
fonction monotone aux données, et qui ne s’appuient pas sur des estimateurs congus pour un
contexte habituel de régression. Considérons des observations (x;,y;)i=1..n, les x; appartenant
a un ensemble X', étant classés selon un ordre partiel < et les y; appartenant & R par exemple.
Dans ce cadre, une fonction f : X — R est dite isotonique si elle préserve cet ordre c’est-a-dire
si pour tous z, 7’ € X,
z 22’ = f(z) < f(@).

A Tinverse, elle est dite antitonique lorsque
x =21 = f(z) > f(2)).

La régression isotonique (resp. antitonique) consiste a trouver une fonction isotonique (resp.
antitonique) qui ajuste au mieux les observations. Selon la fonction de coiit choisie, on est ainsi
amené & minimiser une quantité de la forme

Ly wilyi— fr)lP 1<p<oo

maxi <i<n wilyi — f(w5)] p= o0

sur ’ensemble des fonctions isotoniques sur X, les w; étant des poids positifs donnés aux obser-
vations.

Dans ce chapitre, nous proposons de faire un tour d’horizon des travaux ayant trait a la régres-
sion isotonique. Commengons par dire, et nous venons de faire I’abus de langage dans la phrase
précédente, que par régression isotonique, nous entendons régression sous contrainte de monoto-
nie c’est-a-dire régression isotonique ou régression antitonique, le contexte permettant de lever
I’ambiguité. Les estimateurs et leurs propriétés différent évidemment selon les problématiques,
les ensembles sur lesquels on travaille et les fonctions de colit envisagés. Nous choisissons de
centrer cette présentation sur le cadre qui nous intéresse et qui a été énoncé en introduction.
Ainsi, rappelons que nous considérons le modéle de régression

Y = r(X) +e. (1.2)

Nous supposons que X prend ses valeurs sur I = [0,1]; cet ensemble est bien sir muni de
Pordre naturel strict (ou total). Disposant d’un échantillon i.i.d. (X;,Y;)i=1. . de (X,Y) avec la
fonction de répartition de X continue, on réordonne les données selon 'ordre des X; ce que l'on
note (X(;y, Y(;))i=1...n. On note x; (resp. y;) les observations de X(;) (resp. Y(;)) et 'on a ainsi

O<zi <2< ...<Tpp <1 (1.3)

Une fonction isotonique sur I est simplement une fonction non décroissante sur cet intervalle :

Définition 1.1 (Fonction isotonique)
Une fonction f est dite isotonique sur I =[0,1] si

Vaz,2' €1 : x<z' = f(z) < f(2').
On note Ct ’ensemble des fonctions isotoniques sur I.

Une fonction est antitonique sur [ si elle est non croissante sur I :
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Définition 1.2 (Fonction antitonique)
Une fonction f est dite antitonique sur I =[0,1] si

Vo, 2’ €1 <z = f(z) > f(a).
On note C~ l’ensemble des fonctions antitoniques sur I.

Par ailleurs, ’essentiel des résultats que nous présentons concerne le cas le plus fréquemment
étudié dans la littérature a savoir celui ou les observations ont toutes un poids identique et ou la
fonction de cotit est quadratique (w; = 1 et p = 2 dans I’équation (1.1)). Nous considérons ainsi
sur R™ la norme quadratique empirique ||.||, et (.,.), le produit scalaire associé :

1 — 1 — 12
i o == 2 .
= ;yy 1yl (n ;y>

La régression isotonique est alors définie comme le meilleur ajustement des données au sens
quadratique :

Définition 1.3 (Régression isotonique)
La régression isotonique de y = (y1,-..,yn) € R™ est la solution au probléme de minimisation

. . 2 . 2
argmmfZ(yi — ;)" = argmin ||y — ulf;,
uEC:Lr n i=1 uECTT

0w CF ={ueR" :u; <...<u,}. On noteiso(y) le vecteur des valeurs ajustées.

Définition 1.4 (Régression antitonique)
La régression antitonique de y = (y1,...,yn) € R™ est la solution au probléme de minimisation

n

1 :
argmin — 3 (y; — b;)? = argmin|ly — b3
vec, i beCrn

ot C,;, ={beR™:by > ... >by}. On note anti(y) le vecteur des valeurs ajustées.

Ces définitions sous-entendent que les problémes de minimisation considérés ont une solution et
que celle-ci est unique. L’existence et 1'unicité se justifient facilement en remarquant que C, et
C,, sont des cones convexes fermés de R™ et que iso(y) et anti(y) correspondent aux projetés
de y sur ces cones pour la norme ||.||,, introduite ci-dessus. Cet argument de projection sur des

cones permet de donner une caractérisation géométrique de iso(y) et anti(y) :

Proposition 1.1 (Caractérisation de la régression isotonique)
Soity € R™. g € C;\ (resp. C;; ) est la régression isotonique (resp. antitonique) de y si et seulement

Zn: =0 (1.4)

(Q>

(y —

3\>—‘

et

3

—_

Yu € Cf (resp. C;) : {y — = — gi)u; < 0. (1.5)

3
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On illustre graphiquement cette Proposition en figure 1.1. L’équation (1.4) traduit 'orthogonalité
entre y — 4 et § et 'équation (1.5) le fait que y — § forme un angle obtus avec tout vecteur de
Cr.

Fig. 1.1 — Caractérisation de la régression isotonique.

Une conséquence immeédiate de la Proposition 1.1 est aussi que les valeurs ajustées ont méme
moyenne que les y;. En effet, il est clair que toute suite constante de valeurs est a la fois isotonique
et antitonique. Ainsi par exemple, 1, = (1,...,1) € ¢ NC,; et —1,, € CF NC, . L’équation
(1.5) appliquée avec u = 1,, puis u = —1,, donne alors :

1 n 1 n
- D iso(y)i = - > anti(y); =7. (1.6)
i=1 1=1

Il est important de noter que les projections que nous évoquons ne possédent pas toutes les
propriétés habituelles des projections sur les sous-espaces vectoriel. Qutre le fait que dans un
tel cas, Pappartenance au sous-espace et orthogonalité avec le résidu (I’équivalent de 1’équation
(1.4)) suffisent a caractériser le projeté, il faut préciser que les projections ici ne sont pas linéaires.
Ainsi, sauf cas particuliers

iso(y + ') # iso(y) + iso(y’) anti(y + ') # anti(y) + anti(y’). (1.7)

Comme propriété de la projection isotonique et des projections orthogonales classiques, nous
avons cependant celle de réduction des distances. Cette proposition ainsi que la Proposition 1.1
sont démontrées dans le cadre plus général des espaces de Hilbert par Zarantonello (1971) par
exemple.

Proposition 1.2 (Réduction des distances)
Les applications iso(.) et anti(.) sont 1-lipschitziennes :

Vy.y € R™: liso(y) —iso(y)lln < lly = ¢/lln  [lanti(y) — anti(y')[n < [ly —y'[l. (1.8)

Les quelques généralités que nous venons de présenter découlent directement de la définition du
cadre de notre étude et de 'aspect géométrique naturel associé. Nous en venons maintenant &
I’algorithme PAVA qui permet le calcul pratique de ’estimateur.

1.1.2 L’algorithme PAVA

Dans la littérature, la paternité de ’algorithme PAVA est le plus souvent attribuée a Ayer et al.
(1955). A la méme époque cependant, Bartholomew (1959) construit un test d’hypothése d’égalité
de moyennes contre une hypothése alternative de moyennes décroissantes et décrit sensiblement
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la méme procédure. Il n’y est cependant pas fait mention de larticle de Ayer et al. (1955), pas
plus d’ailleurs que dans les travaux de Van Eeden (1957) qui concernent un cas plus général
d’ordre et ou ’algorithme est lui aussi implicite.

Ayer et al. (1955) s’appuient sur des questions de titrages biologiques comme celles soulevées
dans Goulden (1952) et considérent le probléme consistant a estimer une séquence monotone de
probabilités p;,i = 1,...,n, chaque probabilité p; mesurant la chance de succés d’une variable
réponse au niveau de stimulation ¢. Il s’agit ainsi d’estimer une suite de paramétres pour une loi
binomiale, ces parameétres étant supposés varier de fagon monotone avec le niveau i de stimulation.
Pour cela, ils disposent, pour chaque niveau 7, de N; essais indépendants dont a; ont abouti a
un succes et b; = N; — a; & un échec. Ils considérent donc une séquence de valeurs pf = a;/N; et
cherchent & en déduire la séquence monotone p; du maximum de vraisemblance. Bien que dans
leur article le terme ne soit pas employé, cet algorithme peut étre vu comme la version initiale
du PAVA.

Pour une suite isotonique, il se décline de la maniére suivante :
- Sipy <ps<...<p; alors, pour i =1,...n, prendre

Di = ;-

— Si pour un indice k € {1,2,...,n — 1}, on a p;; > pj ., remplacer dans la séquence des pj,
ces deux valeurs par le seul ratio (ar + ax+1)/(Nk + Ng41) formant ainsi une suite de n — 1
valeurs.

— Itérer, a partir de la suite obtenue, les deux points précédents jusqu’a obtenir une suite isoto-
nique.

— A lissue de cette procédure, pour chaque i € {1,...,n}, p; est égal au ratio final dont il a
participé au calcul.

La figure 1.2 illustre la démarche sur un exemple.

i 1 1:2:3:4:5: 6;
p; 11/3:0/3:1/3:1/3:0/3:2/3:

1/6 1/31/3:0/3 2/32

6 130 106 2/3

o |20y

P 1/601/6°2/9:2/9:2/912/3

Fig. 1.2 — Illustration de Palgorithme PAVA selon Ayer et al. (1955).

Pour comprendre comment 'algorithme s’adapte aux données y,...,y,, nous détaillons deux
étapes successives de 'algorithme. Dans notre cas, les ratios a;/N; sont remplacés par les valeurs
y; que l'on peut considérer comme associées aux ratios y;/1. Lorsque ’on rencontre deux valeurs
adjacentes yy et yx1 qui violent la monotonie (yr > yx+1), on les regroupe en les remplagant

par la seule valeur
= _ Yk + Yk+1 _ Yk + Yk+1
T 2




12 Reégression Isotonique Itérée

dans une suite ayant un élément de moins. Si cette valeur n’est pas inférieure ou égale a la
suivante yj2, on les regroupe en les remplagant par

(Yk + Ykt1) + Yer2 Yk + Ykt + Ykr2 20k + Yo

241 3 3

A Tissue de ces deux étapes, les 3 valeurs yi, yxt+1 et yrio sont remplacées par une seule et
méme valeur correspondant & la moyenne des trois. D'un point de vue pratique, la seconde
partie de 1’égalité précédente montre que la valeur g, prise en compte est affectée d’un poids
correspondant au nombre de valeurs ayant contribué & son calcul. Ce point de vue facilite le
déroulement de l’algorithme ainsi que sa présentation formelle comme nous le voyons ensuite.
On illustre auparavant la démarche sur un exemple en figure 1.3. On porte au fur et a mesure
les poids associés aux valeurs calculées entre parenthéses.

05 1 | 05(2) 2
0.?5(2)? 2/3(3)2

G 0.5:0512/302/312/302

Fig. 1.3 — Illustration de l'algorithme PAVA.

C’est souvent cette présentation que l'on retrouve dans la littérature. Nous décrivons ci-dessous
lalgorithme en nous inspirant de la version donnée dans Barlow et al. (1972). La situation
présentée correspond & la résolution du probléme plus général de minimisation

n
.1 2
argmin — E w; (Y — uy)
wect T4

ot les observations y; ont des poids positifs w; (dans notre cas, w; = 1 pour tout 7) :
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Algorithme 1 Algorithme PAVA
(1) Siyp < ... < yy, alors cette séquence initiale constitue aussi la séquence finale et pour
t=1,...,n,
Yi = Yi-
(2) Sinon,

— considérer n’importe quelle paire de
violators”) i.e. sélectionner un indice

valeurs successives violant l'ordre souhaité (“adjacent
k tel que yr > Yr+1,

— regrouper (“pool”), dans la séquence précédente, ces deux valeurs en un seul bloc c’est-a-dire
substituer au couple de valeurs (yx,yr+1) la seule valeur

associée au poids wy + Wk41.

WrYk + Wk+1Yk+1

Wk + Wi41

(3) Ttérer les deux points précédents en considérant la séquence actualisée jusqu’a obtenir une

séquence isotonique.

(4) A lissue de la procédure, pour i = 1,...,n, lestimation g; est égale a la valeur finale

associée au bloc dont elle fait partie.

Nous illustrons en figure 1.4 ’application de la méthode sur des relevés de températures moyennes
annuelles en Argentine entre 1850 et 2010 (ces données ont été prises comme exemple dans Wu

et al. (2001) et Tibshirani et al. (2011)).

2000

Fig. 1.4 — Régression isotonique sur des données de température.

L’allure de la courbe ajustée correspond & celle d’une fonction constante par morceaux :

les

observations sont regroupées en un certain nombre de blocs au sein desquels la valeur ajustée
est la moyenne des observations. Nous nous autoriserons & employer le terme de “lisseur” pour
qualifier la régression isotonique bien que 'ajustement n’ait pas une allure particuliérement lisse.
Cependant, les valeurs ajustées étant moins variables que les données elles-mémes, 'emploi de
ce qualificatif ne contredit pas la définition d’un lisseur donnée par Hastie & Tibshirani (1990).

Pour la plupart des estimateurs non paramétriques, on peut contréler la régularité de ’ajustement
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via le réglage d’un paramétre de lissage (la largeur de la fenétre pour un noyau par exemple). Le
manque de régularité de la régression isotonique est souvent présenté comme un inconvénient de la
méthode et certains travaux ont ainsi visé a régulariser la régression isotonique : Mukerjee (1988),
par exemple, présente un estimateur résultant d’une régression isotonique suivie de "application
d’un noyau destinée a la lisser. Ne supposant le réglage d’aucun paramétre de lissage, I’ajustement
par régression isotonique est en revanche adaptatif dans le sens o il est totalement fondé sur les
données (“data-driven” en anglais) ce qui est un avantage de la méthode.

Une autre remarque importante est a faire : dans le calcul des estimations, les x; n’interviennent
que par leur rang. La mise en ccuvre de ’algorithme suppose donc de ranger préalablement
les observations suivant ’ordre des valeurs prises par la variable explicative. Ainsi, une facon
naturelle d’obtenir la régression antitonique est de la déduire de la régression isotonique sur les
valeurs prises dans lordre inverse de l'ordre initial. La démarche est illustrée en figure 1.5 sur

un exemple simulé de n = 100 points. Partant des données (z;,¥;)i=1,..n avec x1 < ... < Ty,
on considére les points (7,y;)i=1,...n représentés a gauche. On relabellise ensuite les y; dans
Pordre inverse en posant g1 = Yn,...,¥n = y1. Cela donne pour les points (i, 7;)i=1,....n, une

représentation symétrique de la premiére (au centre). On calcule la régression isotonique sur
les y; avant de reprendre l'indexation initiale ce qui annule la symétrie précédente et donne
lajustement antitonique (a droite).

Fig. 1.5 — Régression antitonique.

L’algorithme PAVA est a lorigine de nombreuses améliorations et variantes destinées a des si-
tuations plus générales. Tel qu’il est présenté par Ayer et al. (1955), il s’applique au cas d’un
ordre strict. Cependant, dés les premiers travaux sur la régression isotonique apparaissent des
questions ou une relation d’ordre moins stricte doit étre envisagée. Ainsi, Brunk (1955) consideére
une application ou 'on chercherait a estimer la probabilité 6(t) = 6(t1,t2) qu'un observateur
pergoive un objet ayant la forme d’un segment, ¢; mesurant la distance entre ’observateur et
I'objet et ty I'angle d’observation. Il pose ainsi le probléme d’estimation de paramétres de lois
binomiales sous contraintes de monotonie mais, les couples (1, t2) n’étant pas tous comparables,
le probléme doit étre envisagé selon un ordre partiel. Outre certaines évolutions de 'algorithme
pour un ordre total (cf. Kruskal (1964) et l’algorithme “Up-and-Down Blocks” par exemple), les
recherches portent principalement sur sa transposition & I'ordre partiel, les améliorations visant
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a réduire la complexité qui augmente dans ces situations plus générales.

On peut penser que le premier algorithme général est celui suggéré par Brunk (1955) qui sera
repris sous le nom de “Minimum Lower Set Algorithm” dans Barlow et al. (1972). Dans le méme
temps, Van Eeden (1957) donne un algorithme qui traite le cas o, en plus du respect de lordre,
on impose que les estimations restent dans un intervalle donné. Notons aussi les travaux de
Thompson (1962) qui avec le “Minimum Violator Algorithm” (resp. “Maximum Violator Algo-
rithm”) traite le cas un peu plus général que 'ordre strict ou chaque élément ne peut avoir qu’un
seul prédécesseur (resp. successeur). Ces algorithmes oul le principe initial consistant a “amalga-
mer” les blocs violant la monotonie est conservé, sont décrits en détail dans Barlow et al. (1972),
section 2.3, a partir de la page 72.

L’essentiel des recherches qui suivent visent & améliorer les méthodes existantes pour les rendre
applicables a des jeux de données toujours plus volumineux. Citons ainsi les travaux de Gebhardt
(1970), de Dykstra (1981), de Dykstra & Robertson (1982), de Lee (1983) ou encore ceux de
Pardalos & Xue (1999) qui concernent tous des ordres partiels. Une bonne revue des problémes
de complexité est donnée par Best & Chakravarti (1990).

L’approche choisie par ces derniers est fondée sur la connaissance de méthodes développées
en optimisation numérique (“active sets methods”, cf. Best (1984)). Elle permet de considérer le
probléme de minimisation associé a la Définition (1.3) comme une forme particuliére de problémes
analogues posés sur des arbres et de situer le PAVA, le “Minimum Lower Set Algorithm” et
I’algorithme de Van Eeden dans ce cadre plus général. Ils proposent ainsi un algorithme résolvant
la régression isotonique avec une complexité O(n) et se penchent sur la complexité d’algorithmes
existants. Ils justifient le fait que I'algorithme “Minimum Lower Set” a une complexité de I'ordre
de O(n?), retrouvent par un moyen direct la complexité en O(n) déja établie dans Grotzinger
& Witzgall (1984) de l'algorithme PAVA et montrent que la méthode proposée par Van Eeden a
elle une complexité exponentielle.

Il est également intéressant de noter qu'une déclinaison directe de I'algorithme PAVA telle qu’il
vient d’étre décrit permet de résoudre le probléme de régression isotonique Lq

S
argmlnﬁzwi — ;. (1.9)

u€CH i=1

La procédure est la méme & ceci prés qu’au lieu de prendre, dans le déroulement de ’algorithme,

la moyenne des valeurs lors des regroupements, c’est la médiane du groupe qui est choisie. Si

l’on se souvient que la médiane M d’une série de valeurs cy, ..., ¢, est définie comme un réel c
e r . N .

minimisant » ;_, e — ¢, il faut quand méme convenir par exemple de

“(5) T
2

M =
pour assurer l'unicité. Le probléme, motivé par un exemple comparable a celui de Ayer et al.
(1955), est proposé initialement par Robertson & Waltman (1968), Robertson & Wright (1980)
rectifiant ensuite une erreur présente dans ’algorithme proposé initialement (cf. Chakravarti
(1989)).

Intuitivement, étant donnée la complexité en O(n) pour l'algorithme PAVA, Uappliquer a la
résolution du probléme (1.9) de régression isotonique L; aboutit & une complexité O(n?), la
détermination de la médiane sur un ensemble de 7 points nécessitant elle-méme r opérations (cf.
Chakravarti (1989)). Des améliorations de I’algorithme sont proposées par Menendez & Salvador
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(1987), Chakravarti (1989), Pardalos et al. (1995) ou bien Stout (2008), améliorations qui dans
le meilleur des cas, aboutissent & une complexité de 'ordre de nlog n.

Certaines des méthodes qui viennent d’étre mentionnées s’étendent au cas de l'ordre partiel,
comme celle de Robertson & Wright (1980) ou Stout (2008) par exemple. Notons que certains
travaux visent a traiter les gros jeux de données provenant de la génomique en particulier, comme
Angelov et al. (2006) ou Luss et al. (2011). Ces derniers développent une idée de partitionne-
ment récursif de Uespace des variables explicatives (proche de la méthode CART de Breiman et al.
(1984)) qui fournit une suite de modéles isotoniques tendant vers 'ajustement des moindres car-
rés. Ajoutons pour finir que les applications et les prolongements de la régression isotonique
dépassent finalement assez largement le seul cadre statistique. Les prolongements d’ordre algo-
rithmique sont bien souvent I’ceuvre d’informaticiens travaillant notamment dans le domaine de
la recherche opérationnelle ou du traitement d’image. On peut penser que, outre le fait que les
applications y sont nombreuses (cf. Maxwell & Muckstadt (1985), Roundy (1986), Restrepo Pa-
lacios & Bovik (1994) par exemple), la motivation vient de ce que le probléme a un intérét
théorique. Il fait en effet partie des rares problémes quadratiques dont les solutions sont des al-
gorithmes fortement polynomiaux, i.e. polynomiaux en le nombre de données et en la dimension
des objets en entrée.

Si l’algorithme PAVA est utilisé en pratique pour déterminer les valeurs ajustées par la régression
isotonique, des formulations explicites de ’estimateur sont utiles pour en établir les propriétés
théoriques. On les présente dans la section suivante.

1.1.3 “Min-max formulas” et “Greatest Convex Minorant”

Rappelons que Ayer et al. (1955) présentent 'algorithme PAVA comme une fagon commode d’ob-
tenir I’estimateur du maximum de vraisemblance des paramétres pq,...,p, de lois binomiales,
ces paramétres étant supposés varier de fagon monotone. Dans cet article, les auteurs explicitent
par ailleurs I’estimateur qui répond au probléme de maximisation de la vraisemblance sous cette
contrainte. Dans la situation que nous venons de rappeler et avec les notations que nous avons
introduites en début de section précédente page 10, la formulation est la suivante : pour 1 < i < n,
]51' = mMaxXj<y<i minigvgn AU(U, 1})

= min;<,<, Maxi<y<; Av(u, v)

= maxj<y<; Mily<y<n Av(u,v)

= min;<,<p Maxy <y<y Av(u, v)

(1.10)

ot, pour des entiers u et v tels que 1 < u < v < n, Av(u,v) est la proportion de succés sur
I’ensemble des dosages effectués entre le niveau u et le niveau v.

Tout comme I'algorithme PAVA, les “min-max formulas” vont étre généralisées & un grand nombre
de cas. Brunk (1955) situe 'estimateur initialement proposé par Ayer et al. (1955) dans un cadre
plus général. S’appuyant sur des travaux qui ne paraitront que deux ans plus tard (cf. Brunk et al.
(1957)), il définit des formules généralisant (1.10) et qui permettent de caractériser les estimateurs
du maximum de vraisemblance de paramétres sous contrainte de monotonie, la loi de Y sachant
X appartenant plus généralement cette fois & une famille exponentielle de distributions. Dés lors,
le cas classique ou 'on suppose que Y sachant X = x; suit une loi normale d’espérance r(x;) et
de variance constante o2 apparait comme un cas particulier de leur étude. Si I'on considére les x;
tous différents comme dans notre cas (cf. équation (1.3) page 8), les formules deviennent ainsi :
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§; = max,<; min,>; Av(u, v)
= min,>; max,<; Av(u, v)
= maxXy<; Mily>, Av(u, v)
= min,>; Mmaxy<, Av(u, v)

(1.11)

ot Av(u,v) est la moyenne des valeurs y, ..., ¥y-

Remarque

Il est intéressant de préciser qu’'une interprétation semblable permet de justifier 'emploi de
formules analogues pour la régression isotonique L;. En effet, si 'on considére des variables
aléatoires Y; de densité f(y,0;) = se~v=%! (distribution de Laplace) et que l'on cherche a
estimer les paramétres 6; en respectant une contrainte de monotonie, la maximisation de la
vraisemblance conduit a chercher le maximum de

Z lyi — éi|
i=1

les éi respectant la contrainte en question. La solution de ce probléme conduit & des estimateurs
qui s’explicitent sous la méme forme que (1.11), la moyenne étant remplacée par la médiane (cf.
Robertson & Waltman (1968) et Cryer et al. (1972)).

Une interprétation graphique fort éclairante permet de faire le lien entre ’algorithme PAVA et les
“min-max formulas” pour la régression isotonique Lo. Si l’on considére une fonction croissante et
intégrable f : [0,1] — R, on sait que sa fonction cumulative

{[0,1] - R
t = F(t) = [ fw)dv

est convexe. Pour une fonction f non croissante, F' n’est pas convexe, mais on se doute qu’une
fonction cumulative F' “proche” de F' sera associée a une fonction croissante f “proche” de f.

Une illustration est donnée en figure 1.6. On représente en noir une fonction f a gauche et la
courbe de sa fonction cumulative F' de la méme couleur a droite. On adopte la terminologie
anglo-saxonne en appelant la courbe de F' le CSD de f pour “Cumulative Sum Diagram”.



18 Reégression Isotonique Itérée
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Fig. 1.6 — Graphe des fonctions (& gauche) et des fonctions cumulatives (& droite).

Sont par ailleurs représentées a droite en figure 1.6 les courbes cumulatives F'™ et H de deux
fonctions croissantes f* et h dont les courbes figurent & gauche. On observe que la courbe de
FT joue un roéle particulier, puisqu’elle pourrait se déduire de celle de F' en tendant une corde
le long de la partie inférieure de cette derniére. En ce sens elle représente la fonction convexe
maximale dominée par F. La courbe de F' est ainsi appelée le “Greatest Convex Minorant” de
F', que nous notons en abrégé GCM.

Formellement F* est la fonction définie point par point par

F7T := argmax {H convexe et V¢ € [0,1], H(t) < F(t)}. (1.12)

On sait (cf. Hormander (2007), théoréme 1.1.9) que F'T est dérivable partout a droite et & gauche
et que la dérivée a gauche est donnée par

(F+)/ (t) = max min M

Dans notre cas, cela donne :

(F+)/ (t) = max min ! /U f(v)dv. (1.13)

ult v>t VvV —1U

Le lien avec la régression isotonique est donné par le théoréme suivant tiré de Anevski & Soulier
(2011) :

Théoréme 1.1 (Anevski & Soulier (2011))
Soit f intégrable sur [0,1] et F :t — F(t) = fot f(w)dv alors

(F+)/ = argmin/o (f(v) — h(v))? dv.

hecCt
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En résumé, la régression isotonique de f s’obtient par dérivation a gauche de la fonction F't,
fonction dont la courbe est le GCM de F'. Par ailleurs, une forme explicite de cette fonction notée
fT est donnée par la formule (1.13) :

@)= (FJF), (t) = max min ! /v f(v)dv. (1.14)

ult v>2t Vv —1U

La quantité 1:” f; f(v)dv correspondant a la valeur moyenne de la fonction f entre u et v,

Panalogie entre ce cas fonctionnel et les formules (1.11) données par Ayer et al. (1955) pour le
cas discret est directe.

Nous avons choisi de citer les travaux récents d’Anevski & Soulier pour présenter les choses car
en quelques lignes et de fagon complétement rigoureuse, leur article donne a la fois I’équation
(1.13) et établit le Théoréme 1.1 permettant de faire le lien direct avec la régression isotonique.
Il est en effet assez difficile d’établir une chronologie claire des résultats en lien avec le GCM
qui émergent dans les années cinquante. La justification de l’emploi des “min-max formulas”
n’est pas clairement donnée dans Ayer et al. (1955), les auteurs renvoyant la preuve a un papier
ultérieur sans donner de référence. Cependant, en recoupant Brunk (1956) et Brunk et al. (1957),
on obtient un résultat analogue exprimé sous forme un peu plus générale que celui de Anevski
& Soulier (2011). Avec X une distribution continue sur [0, 1], 'analogue de (1.14) est

B [ fw)dX(v)
ST = maxmin 2w )

et il est dit (sans justification) que cette fonction minimise

/0 (f(v) — h(v))? dX (»)

parmi les fonctions A non décroissantes. La formulation de Anevski & Soulier (2011) apparait
alors comme le cas particulier d’une distribution uniforme. Notons aussi que cette interprétation
graphique est introduite de maniére indépendante de Brunk et ses co-auteurs mais & la méme
époque par Grenander (1956) dans le cadre de lestimation de densité.

L’algorithme PAVA trouve ainsi une interprétation graphique naturelle. Nous reprenons le petit
exemple y = (1,0,1,1,0,2)" vu en section précédente et sur lequel nous avons illustré application
de Palgorithme PAVA (cf. figure 1.3 page 12).
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Fig. 1.7 — Les points (i,y;) & gauche et le CSD a droite.

Le CSD est la courbe joignant par des segments les points (P;, P;+1) ou Py = (0,0) et P, =
(1, 23:1 y;) pour i > 1. Sur ce graphe, la pente du segment reliant deux points consécutifs P; et
P; 1 correspond & y;4+1. Ainsi, si la pente de [P;, P, 1] est inférieure a celle de [P;41, P;y2], cela
signifie que y;+2 > y;4+1. Le graphe offre aussi une interprétation commode des valeurs moyennes.
Par exemple, la pente de [Py, P2 correspond a (y;1 + y2)/2 soit a la moyenne de y; et yo, et celle
de [Pa, Ps] & (y3 +y4+ys5)/3 soit & la moyenne de y3, y4 et ys. Voyons en figure 1.8 les différentes
étapes de 'algorithme sur 'exemple.

B P B Poe “ Poa
} ! I
! 1
; 4 . i . /
! I
i / i
I /]
© P,‘_‘ =ea Ps o P’4 —8 Pj @ }}L —s Py
/ s
7 /7 / s
P, Py 7 P,
. K] . % ) s Ary
Va VA /,‘P?f
P 7 P 7 p 7
P1¢ Py P1¢ Py - P17'P2
7.7 7.7 /8 px
, , , 1
- 4P, - {p, - {p,

Fig. 1.8 — Tracé du GCM.

La pente de (PyP;) étant supérieure a celle de (P, P;), c’est que y2 < y1. On remplace la ligne
brisée reliant les points Py et P, via P; par celle reliant directement Py & P, : cette étape
correspond au regroupement (“pool”) de y; et de de yo en la seule valeur (y; + y2)/2 associée
a la pente de (PyP.). Il faut de méme regrouper y4 et ys qui violent la croissance en la seule
valeur (y4 + y5)/2 (que lon schématise par le tracé de (P3Ps)) puis encore cette valeur avec y3
en la seule valeur (ys +y4+y5)/3 (regroupement schématisé par le tracé de (P, Ps)) pour obtenir
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le graphe d’une fonction convexe. Ce graphe est celui de la fonction convexe maximale dominée
par la fonction associée au CSD, c’est-a-dire le GCM. Les valeurs ajustées g; correspondent aux
dérivées a gauche du GCM aux points P d’abscisses i, c’est-a-dire & la pente & gauche en chacun
des points P}. Nous retrouvons ainsi les valeurs ajustées obtenues en figure 1.3 :

A N +

1: 2:7y12y2:1/2

R . . Ystuysty
Ys=Ya=Ys= "5 > =2/3
Y6 = Yo = 2

Remarque
Lorsque les observations y; sont pondérées par des poids w;, le principe est le méme & ceci prés

-éme

que les points du CSD ont pour abscisses Z;zl w; et que la pente de la 4 valeur ajustée est

A zP’L* - zPi*—l
Yi = )
Wi — Wi—1
z désignant ici Pordonnée du point sur le graphe (cf. Barlow et al. (1972) page 11 pour un
exemple).

Poursuivons 'exemple en vérifiant que 1’on retrouve ces valeurs de pentes en s’aidant des “min-
max formulas”. On reprend par exemple la 3°™¢ formulation dans I’équation (1.11) :

§; = maxmin Av(u,v).
u<i v>u

Considérons que 'on cherche a calculer g; pour i = 4. A u < 4 fixé, on envisage les pentes des
segments reliant P, & chacun des points P,, v > u. On retient la plus petite de ces pentes :
min, >, Av(u, v) (représentée en rouge pour v = 3 sur la figure 1.9). On répéte cette opération
en considérant successivement tous les u < 4 et la plus grande de ces pentes minimales donne j;
(représentée en vert).

min, > g Av(3,v)

Fig. 1.9 — Interprétation des “min-max formulas” sur le GCM.

Nous reprenons le Théoréme 1.1 page 12 de Barlow et al. (1972) qui justifie, dans le cas fini,
I’emploi du GCM pour obtenir la régression isotonique :
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Théoréme 1.2
Soit g; la pente gauche au point d’abscisse i du GCM. On a, pour toute fonction f isotonique
sur X ={z1 <z2<...<zp},

n

S lyi— F@)P =D - wl* + > [ — f)? (1.15)

i=1 i=1 i=1
Ainsi, les valeurs (§;)i=1..n donnent les valeurs ajustées de la régression isotonique de la suite
{y17 e ayn}

Preuve
Il revient au méme de montrer qu’en retranchant le terme de droite au terme de gauche dans
(1.15), on obtient une quantité positive. On montre facilement que cette quantité vaut :

2> " [yi — il [9i — f(@2)].

i=1

D’aprés le lemme d’Abel, on sait que, pour deux suites (a;) et (b;),

n n
Zaibi =anB, — Z Bi_i(a; —a;—1)
i1 i—1

ol Bi:Z;:lb]’ pouri=1,...,n et By =0.
Nous posons a; = §; — f(x;) et by = y; — g;. Il vient alors :

n

> i = 9l [ — f@i)] = [Gn — f2n)] <Z(yz - :01))

30U~ f) Y - 9)
-3 (0 Y-

Le dernier point du CSD coincide avec le dernier point du GCM. On a donc > i y; = > iy Ui
et le premier terme est nul (on a déja vu cette propriété comme une conséquence directe de la
Proposition 1.1 page 9).

Considérons un élément quelconque (g; —g)i,l)(zz;ll (y; —9;) de la somme formant le 3™° terme.
Il y a deux possibilités. Soit au point d’abscisse 7 — 1, le CSD coincide avec le GCM, soit il est
strictement au-dessus. Dans ce second cas, le couple (y;_1,y;) viole Pordre souhaité et les valeurs
sont regroupées pour donner ;1 = ¥; de sorte que, sur le GCM, les pentes gauches en ¢ — 1 et
1 sont les mémes. Dans les deux cas, cet élément est donc nul. Ainsi, chacun des éléments de la
somme formant le 3°™° terme est nul.

Enfin, comme le CSD est au-dessus du GCM et que la fonction f est supposée isotonique, le
second terme est positif ou nul. L’inégalité (1.15) est donc vraie. O

Pour la régression antitonique, on a I’analogue des “min-max formulas” ainsi qu’une interprétation
sur la courbe cumulative des valeurs. Il suffit d’inverser min et max dans les formules (1.11) pour
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avoir 1’équivalent antitonique :

¥ = min,<; max,>; Av(u,v)
= max,>; min, <; Av(u, v)
= min, <; MaxX,>, Av(u, v)
= max,>; Min,<, Av(y,v)

(1.16)

ot Av(u,v) est la moyenne des valeurs yy, ..., Yy-

En tragant le CSD associé aux observations puis, selon le principe précédent, la courbe concave
qui en est la plus proche, on obtient le LCM (pour “Least Concave Majorant”). Les valeurs

ajustées par régression antitonique s’interprétent & nouveau comme les pentes & gauche aux
points d’abscisse ¢ de cette courbe (cf. figure 1.10).
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Fig. 1.10 — Régression antitonique (& gauche) et LCM (& droite).

Les “min-max formulas” et 'approche par “Greatest Convex Minorant” ont permis d’obtenir la
plupart des résultats de consistance puis de vitesse de convergence de ’estimateur de régression
isotonique. Rappelons tout d’abord que Ayer et al. (1955) montrent que les “min-max formulas”
donnent les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les paramétres de probabilités d’un
ensemble de lois binomiales, ces probabilités étant soumises & une contrainte de monotonie. Le
cas est étendu par Brunk (1955) a des familles exponentielles de distributions et pour un ordre
partiel. Ces deux articles étudient également la consistance des estimateurs. La formulation la
plus générale, qui est énoncée dans le second article, est un résultat de consistance faible : pour le
cas d’un ordre strict et pour ces familles de distributions, il assure qu’en tout point de continuité
de la fonction de régression, ’estimateur sera proche de la vraie valeur avec probabilité 1 pourvu
que l'on dispose de part et d’autre de ce point de suffisamment d’observations. Un peu plus tard,
Brunk, s’appuyant sur des problémes de minimisations de fonctions convexes sur l'intersection
d’ensembles convexes fermés (et rejoignant en cela une partie des travaux de Van Eeden (1956) et
Van Eeden (1957)), obtient, moyennant 'hypothése de densité des x;, un résultat de convergence
uniforme presque stre (sur un intervalle fermé inclus dans 0, 1[) sans référence a une famille
particuliére de distributions.

Il compléte ces travaux en développant la théorie mathématique de la régression isotonique dans
un cadre abstrait de théorie de la mesure (cf. Brunk (1965)). Il étend ainsi la définition d’espérance
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conditionnelle usuelle par rapport & une tribu & une espérance conditionnelle par rapport a un o-
lattice, laquelle confére a la régression isotonique certaines propriétés de projection. Certes cette
projection n’est pas linéaire mais on récupére de nombreuses propriétés communes a celles des
martingales, ce qui permet de retrouver certains théorémes classiques de convergence. Cela lui
permet ainsi d’exprimer les solutions aux problémes déja mentionnés d’estimation du maximum
de vraisemblance de paramétres de distributions de familles exponentielles en tant qu’espérance
conditionnelle par rapport & un o-lattice.

Pour conclure sur les travaux de Brunk, citons l'article “Estimation of Isotonic Regression” qu’il
publie en 1970. Ce papier corrige tout d’abord une erreur présente dans Brunk (1958) ou I’hypo-
theése de densité, qui en réalité ne suffit pas, est renforcée pour obtenir la consistance uniforme.
L’auteur énonce également un théoréme sur la distribution asymptotique de ’estimateur en un
point, résultat qui sera ensuite abondamment repris comme référence. Avec en particulier I’hy-
pothése que dans un voisinage d’un point particulier xg, la dérivée r’ de la fonction de régression
est continue (et non nulle au point d’intérét), il établit que

¢ x 13 [F(xo) — (0)]

avec ¢ une constante fonction de 7/(zg), converge en distribution vers la pente a gauche en 0
du GCM de W (t) +t? ott W(.) est un mouvement brownien symétrique standard (#(xo) désigne
I’estimateur habituel pris au point x( : on 'obtient en prolongeant ’estimateur entre les points
du design soit par des constantes soit par interpolation linéaire). Il obtient donc une vitesse de
convergence de l'estimateur de I'ordre de n~'/3 (cf. Brunk (1970)).

Hanson et al. (1973) reprennent les résultats de consistance de Brunk un peu plus tard. Ils
apportent quelques améliorations en relachant les conditions sur les moments imposées sur les
erreurs et obtiennent en plus un résultat dans le cas bi-dimensionnel. Wright poursuit ces travaux
en s’intéressant a ’estimation de fonctions strictement monotones. Arguant du fait que lesti-
mateur de régression isotonique étant constant par morceaux, il peut sembler inadapté lorsque
la fonction de régression est strictement monotone, il propose un estimateur combinant régres-
sions isotonique et linéaire dont il étudie les performances sur des exemples simulés (cf. Wright
(1978)). Notons que la question avait déja été envisagée par Barlow et ses co-auteurs sous un
angle différent, puisque ceux-ci supposaient connus des réels v; tels que r(z;41) > r(z;) + v; et
s’appuyaient sur la seule régression isotonique (cf. Barlow et al. (1972) page 58). Wright affine
également le résultat de Brunk (1970) sur la vitesse de convergence de l'estimateur. Plus pré-
cisément, il montre que si la fonction de régression a ses o — 1 premiéres dérivées nulles en xg
et que la dérivée d’ordre o est strictement positive en ce point, la vitesse devient n~®/(2a+1)
la distribution asymptotique étant toujours associée & un mouvement brownien standard (cf.
Wright (1981)).

Citons également les travaux récents de Durot (2007) qui, dans un cadre unifié, compléte I’étude
asymptotique. Sous la condition que la fonction de régression soit differentiable et de dérivée
strictement positive, elle établit entre autres que

E Uol [in(t) — r(t)|Pdt| = O(n~P/3)

donnant ainsi une mesure de 'erreur L,, associée & I'estimateur. Elle démontre de plus un théo-
réme central limite pour la distribution asymptotique de cette erreur.

Enfin, nous avons déja mentionné le paralléle existant entre régressions isotoniques L1 et Lo,
aussi bien du point de vue de l'algorithme PAVA (cf. page 15) que des “min-max formulas” (cf.
page 17). La comparaison se poursuit avec 1’étude asymptotique. Des résultats de consistance
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sont donnés dans Robertson & Waltman (1968) puis Cryer et al. (1972). Wang & Huang (2002)
établissent par exemple une convergence en n~'/3 de Iestimateur vers la pente a gauche en 0 du
GCM d’un processus Brownien.

1.2 Modéle additif / Algorithme backfitting

L’estimation non paramétrique a connu de nombreux développements ces quarante derniéres
années. Les méthodes usuelles sont cependant difficilement applicables en pratique dés que la
dimension devient grande ; nous expliquons pourquoi en section 1.2.1. Une fagon de contourner
cette inconvénient consiste a faire des hypothéses structurelles sur la fonction de régression. Le
modéle additif en est un exemple classique; nous le présentons en section 1.2.2. Nous voyons
en section 1.2.3 l'algorithme backfitting, généralement utilisé pour estimer ces modéles. Nous
concluons cette section par quelques résultats complémentaires présents dans la littérature.

Pour présenter les résultats qui suivent, nous nous placons dans un cadre de régression multiva-
riée. Nous considérons ainsi le modéle

Y=rX)+e¢

avec r: R > R, d > 1.

1.2.1 Le fléau de la dimension

Le terme de “fléau de la dimension” (curse of dimensionality) a été évoqué pour la premiére
fois par Bellman (1961). Dans un cadre statistique, il traduit le fait que lorsque la dimension
d augmente, il est de plus en plus difficile d’observer des points dans un voisinage de taille
raisonnable autour d’un point particulier de I’espace. On illustre en figure 1.11 le fait que pour
couvrir 10% de la superficie d’un carré de coté 1, il est nécessaire de choisir un carré de coté
1 =4/0,1~0,31. En dimension 3, [ est tel que I> = 0, 1 soit [ = (0,1)/3 ~ 0,46 et en dimension
d, 1= (0,1)1/4,

0.8

0.6

0.0

Fig. 1.11 — Fléau de la dimension.

De maniére plus générale, couvrir la proportion p d’un hypercube de co6té 1 supposera de consi-
dérer un hypercube de coté | = p'/?. La figure 1.12, qui représente p — p'/¢ pour différentes
valeurs de d, montre la difficulté & rencontrer des points dans un voisinage qui reste “local” quand
d augmente.
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Fig. 1.12 — Fléau de la dimension.

Ainsi, pour les estimateurs a noyaux de type Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964), Watson (1964))
ou ceux de régression polynomiale locale (Fan & Gijbels (1996)) qui sont basés sur des moyennes
locales, il est clair que, d augmentant, il faudra considérer des voisinages de plus en plus grands
autour d’un point z particulier de I’espace pour espérer capturer des observations et estimer
7(x). Les valeurs des prédicteurs pour les points présents dans I’échantillon sont ainsi souvent
trés éloignées de la région d’intérét. On est donc contraint d’utiliser de grandes fenétres pour
capturer des observations, ce qui a pour conséquence de produire des estimateurs en général trop
lisses et donc bien souvent biaisés.

Pour ce qui est des méthodes de régression pénalisée comme les splines plaque mince (la géné-
ralisation multivariée des splines de lissage), leur simple mise en ceuvre est méme bien souvent
impossible pour de grandes valeurs de d. Pour des compléments sur les splines de lissage et les
splines plaque mince, on peut se référer & Green & Silverman (1994), ainsi qu’a Wahba (1990)
ou Gu (2002) pour 'approche par noyaux reproduisants. Pour ce type de lisseurs, on considére
le probléme de minimisation
IR 2
argmin — Y (y; — f(2:))* + AJ[f] (1.17)

fRISR T

avec ici f : R? — R et J[f] une quantité mesurant les variations de f et définie par

B ml omf \?
=2 arl. .. agl X/Rd (8t‘{‘1...8t§‘d> dhs .. dta. (1.18)

a1+...+ag=m

Dans (1.17), le premier terme mesure la fidélité aux données alors que le second pénalise les
grandes variations de f. Le principe est donc de trouver un compromis entre qualité de ’ajuste-
ment et pénalisation des trop grandes variations de la fonction ajustée, le paramétre de lissage
A venant controler 'importance du terme de pénalisation. Pour avoir une spline continue, il faut
m+d—1
d

polynémes. Or ce nombre minore le nombre de paramétres a estimer pour construire la spline.
Le tableau suivant, qui donne quelques valeurs de M pour des couples (m, d) admissibles, montre
que M devient vite trés grand quand d augmente, ce qui suppose donc de disposer d’un nombre
au moins aussi grand de données pour la simple mise en ceuvre de la méthode :

m > d/2 et a X fixé, la solution de (1.17) s’exprime dans une base de M =

d m M
2 2 3

5 3 21

8 5 495
10 6 1001
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L’aspect asymptotique donne un point de vue complémentaire & cette question du fléau de la
dimension. Considérons par exemple le cas d’un estimateur & noyau. On sait (cf. Gyorfi et al.
(2002), théoréme 5.2 page 77) qu’avec un noyau uniforme et pour une fonction lipschitzienne, le
terme de biais s’écrit

/ (biais(7(z)))*pu(dz) = c1h® + o (h?)
]Rd
et celui de variance

[ arteanutn = eris +o ()

Le choix d’une fenétre optimale conduit alors & la convergence en moyenne quadratique de
Iestimateur vers la fonction de régression a une vitesse de ordre O(n=2/(4+2)) 1l est clair que
cette vitesse diminue avec la dimension. Ainsi, lorsque la dimension augmente, il faut un plus
grand nombre de points qu’en dimension 1 si I’on veut retrouver la méme qualité d’estimation.

1.2.2 Le modéle additif

Les modéles additifs et l'algorithme “backfitting” destiné a les estimer ont été introduits par
Friedman & Stuetzle (1981) dans le cadre de la méthode “projection pursuit”. Ils ont fait ensuite
l'objet de nombreux travaux. On peut citer en particulier Stone (1985), Buja et al. (1989) et
Hastie & Tibshirani (1990). Postuler un modéle additif consiste & supposer que la fonction r du
modéle Y = r(X) + e s’écrit comme la somme de fonctions univariées :

r(X)=r(Xy,....Xg) =a+ri(X1) + ... + r4(Xq).
Ainsi, le modeéle s’écrit :

d
Y=a+) ri(X;) +e (1.19)
j=1

En plus des hypothéses habituelles E[e| X ;] = 0, on a les hypothéses implicites :
Vi, Elr(X;)]=0. (1.20)

Ces derniéres signifient que les fonctions sont privées de tout terme constant (ces éventuels termes
étant portés par ) et assurent I'identification du modéle.

Un tel modéle peut étre vu comme une généralisation du modeéle de régression multiple puis-
qu’on y retrouve une forme additive mais sans imposer la contrainte de linéarité sur les fonctions
individuelles. En ce sens, il représente un compromis entre le modéle linéaire et un lisseur mul-
tidimensionnel. Le fait de ne pas donner de forme paramétrique particuliére aux fonctions r;
accorde au modéle une certaine flexibilité et I'aspect additif autorise une interprétation de ’effet
individuel de chaque variable. Détaillons ce point ; une fonction additive r 4 deux variables est
représentée en figure 1.13. Nous observons que les coupes de sa surface faites en fixant 'une des
variables donnent des fonctions de I’autre représentées par des courbes paralléles. Il suffit ainsi
d’avoir l’allure d’'un seul représentant de cette famille de courbes pour pouvoir mesurer 'effet
d’un prédicteur en particulier. On décompose ainsi l'effet global des prédicteurs en une somme
d’effets individuels.
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Fig. 1.13 — Un exemple de fonction additive.

En quoi le modeéle additif permet-il de contourner le fléau de la dimension ? L’élément essentiel
est que ’estimation de r en un point particulier de ’espace se fait en estimant individuellement
chacune des composantes. Si l’on considére par exemple un estimateur a noyau, on pourra estimer
la composante 7; en une valeur z\9) particuliére, en prenant en compte toutes les observations
de X dont les j*™¢ coordonnées tombent dans le voisinage de z(9) et ce indépendamment des
autres dimensions. On illustre ceci en figure 1.14 pour deux dimensions.

r1 (1)

r(e(1)| £(2)y

=(2) — o (@(2))

Fig. 1.14 — Modéle additif et fléau de la dimension.

Pour un lisseur multivarié classique, on n’utilise pour calculer #(x), que les observations appar-
tenant au voisinage du point d’intérét z = (z(1),2(?)), a savoir les points présents dans la zone
représentée en bleu. En revanche avec un modéle additif, tous les points de la bande verticale
seront utilisés pour estimer la premiére composante 7 (:v(l)) et tous les points de la bande horizon-
tale utilisés pour estimer ro(2(?)). Ce faisant, on utilise finalement le méme nombre d’observations
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qu’en régression sur une variable.

D’un point de vue asymptotique, la conséquence naturelle est que, construisant d estimateurs
univariés, on peut retrouver pour chaque direction et donc pour 'estimateur global, une vitesse
optimale qui correspond a I’optimal univarié (vitesse de 'ordre O(n=%/ (3)) pour le cas envisagé
plus haut par exemple). Stone (1985) établit ce résultat et construit un estimateur basé sur des
splines qui atteint cette vitesse.

Notons enfin que le modéle peut étre adapté en fonction des connaissances que ’on pourrait avoir
sur les variables. Ainsi, on peut imaginer faire du lissage paramétrique dans certaines directions
particuliéres, ajouter des interactions dans le modéle ou bien regrouper certaines variables entre
elles et appliquer un lisseur multidimensionnel au bloc ainsi constitué.

Nous présentons maintenant 1’algorithme le plus courant d’estimation de ces modéles : 1’algo-
rithme backfitting.

1.2.3 Estimation : ’algorithme backfitting

L’algorithme backfitting a été introduit par Breiman & Friedman (1985) mais nous nous inspirons
essentiellement de Buja et al. (1989) et Hastie & Tibshirani (1990) pour le présenter ici.

Postuler le modéle additif (1.19) revient a considérer que r(X) = E [Y|X], qui est la projection
de Y sur L?(X), coincide avec la projection de Y sur le sous-espace L?(X1) + ...+ L?(Xy) :

r(X) = argmin E[(Y —g(X))?]. (1.21)
9(X)EL?(X1)+...+L2(Xa)

7(X) est ainsi caractérisée par Y —r(X) L L*(X1) +...+ L*(Xy) ce qui équivaut a Y —r(X) L

L?(X;) pour tout j. Si l'on interpréte l'espérance conditionnelle E[.|X;] comme la projection
orthogonale sur Ly(X;), on a ainsi

Vi=1...d P;(Y —r(X))=0
soit (pour simplifier les écritures, on considére o = 0)
r(X) =P (Y=Y me(Xe) | =B |Y =D re(Xe)| X;
k#j kj

Formellement, r(X) = 2?21 r;(X;) solution de (1.19) équivaut & (r1(X1),...,re(Xq)) solutions

du systéme d’équations dites normales :

1 P1 P1 P1 Tl(Xl) Pl(Y)
PQ I P2 N P2 TQ(XQ) PQ(Y)

= ' . (1.22)
P, Py Py ... I ra(Xa) Py(Y)

Buja et al. (1989) présentent l'algorithme backfitting comme une procédure de résolution de
type Gauss-Seidel (cf. Hageman & Young (1981)) de la transposition sur les données du systéme
(1.22). Cette transposition s’écrit de la maniére suivante :



30 Reégression Isotonique Itérée

I S S ... S r S1(y)
So I Sy ... S, 9 SQ(Z/)

- : . (1.23)
Sa Sa Sa ... 1 rq Sa(y)

ot les S; sont les lisseurs unidimensionnels appliqués dans chaque direction. La méthode de
Gauss-Seidel de résolution de ce systéme donne ’algorithme backfitting qui s’écrit de la maniére
suivante :

Algorithme 2 Algorithme backfitting

(1) Initialisation : & = g et pour j=1...d
r; = 0.
(2) Cycle : pour j =1...d,
PX) =8 [ Y —a=> ie(Xe)| X;
ey

(3) Itérer (2) jusqu’a ce que toutes les #; varient “peu” d’une itération & la suivante.

Tel qu’est écrit lalgorithme, on commence donc par estimer la constante du modeéle (1.19) en
calculant la moyennes des y; et on initialise toutes les composantes en les mettant & 0. L’idée
est ensuite d’estimer tour & tour chacune des composantes en conservant les autres fixées aux
derniéres estimations : on actualise ainsi dans la j*™¢ étape du cycle, 'estimation de ; en lissant
les résidus courants Y — >, - 7 (Xp).

Précisons qu’en pratique, la fagon d’initialiser la procédure dépend de la connaissance que 1'on
peut avoir sur les fonctions 7;. Sans connaissance a priori, il est d'usage de fixer #; = 0 comme on
vient de ’écrire ou de déterminer les premiéres estimations en effectuant une régression linéaire
multiple. Il est également possible, suivant les données que ’on étudie, d’utiliser des lisseurs
propres aux différentes directions de l’espace. 11 est clair par ailleurs que 'ordre dans lequel les
lissages sont effectués peut avoir une importance sur les estimations individuelles voire sur leur
somie.

Il est naturel de se demander pourquoi on ne cherche pas a inverser le systéme (1.23) plutot que
de chercher une solution de maniére itérative. Il faut remarquer que chacun des S;(y) correspond
au vecteur des valeurs ajustées par lissage de y = (y1,...,y,)" dans la direction j. Il s’agirait
donc d’inverser un systéme nd x nd ce qui, & moins de travailler avec des petits jeux de données,
est d’un colt opératoire prohibitif.

L’existence et 1'unicité de la solution du systéme (1.23) sont liées au spectre des lisseurs utilisés.
Pour la régression isotonique itérée, détaillons le cas d = 2 qui nous intéresse avant tout. Le

syste‘me s’écrit alors
( 1 Sl > ( T1 > < Sl(y) )
Sg 1 T2 Sg(y) ’
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Il équivaut a

rn o= Si(y—r2)
S A 120

et sous réserve d’existence des matrices inverses, sa solution est

1

"

Une synthése des résultats pour ce cas est donnée dans Hastie & Tibshirani (1990). On peut
retenir que si ||S152]] < 1 et ||S251]] < 1 alors lalgorithme backfitting converge (lorsque le nombre
d’itérations augmente) en restituant a la limite les bonnes composantes et ce indépendamment
de l'ordre dans lequel on effectue les lissages. Il faut noter que cette condition est assez restrictive
car, si une propriété de base d’un lisseur est que les valeurs ajustées sont moins variables que les
valeurs initiales (soit pour y € R™, ||S(y)|| < ||yl et donc ||S]| < 1), P'inégalité n’est pas toujours
stricte. Elle ne peut pas s’appliquer au splines cubiques par exemple. En effet, si ’on sait que
les valeurs propres d’une spline cubique sont dans [0, 1], deux d’entre elles valent 1 puisque ces
lisseurs conservent les fontions constantes et les fonctions linéaires. On peut malgré tout montrer
que si S et Sy sont des lisseurs symeétriques, de valeurs propres appartenant a Uintervalle | — 1, 1]
(c’est le cas pour les splines cubiques), le systéme (1.24) a au moins une solution. L’algorithme

backfitting converge alors vers I'une d’elles et le vecteur des valeurs ajustées obtenues & la limite,
4(00)
1

(I — 5152)_151(1 — Sg)y
(I — 5251)_152(1 — Sl)y

(1.25)

+ f‘éoc), est indépendant des fonctions prises au départ. Dans le cas ou ||S1.52|| = 1, les
limites f'goo) et féoo) dépendront par contre des fonctions choisies initialement.

On peut citer pour terminer cette partie quelques travaux complémentaires. Ansley & Kohn
(1994) étendent au cas d > 2 lapplication de l'algorithme backfitting lorsque les lisseurs sont
symétriques avec des valeurs propres comprises dans [0, 1] (donc pour des splines de lissage par
exemple). Ils donnent une preuve géométrique en s’appuyant sur une généralisation de ’algo-
rithme de Von Neumann proposée par Halperin (1962). Hirdle & Hall (1993) étudient ’algo-
rithme backfitting lorsque les lisseurs employés correspondent a des projections (bin smoothers,
splines de régression avec des noeuds fixes par exemple). Ils montrent que dans ce cas, la limite
obtenue peut s’écrire comme 'application aux données d’un opérateur global de projection. Ils
vérifient que de maniére générale, lestimation limite globale ) y 77° ne dépend pas de l'ordre
dans lequel sont appliqués les lisseurs et précisent des conditions pour avoir invariance des esti-
mations limites individuelles des termes de la somme. Les auteurs explicitent la variance de leur
estimateur et montrent ainsi sa consistance.

Opsomer & Ruppert (1997) explorent, dans le cas bivarié, lapplication de régressions poly-
nomiales locales. Les auteurs partent des solutions explicites aux équations normales (1.25). Ils
spécifient ensuite les conditions sur les noyaux et les tailles de fenétres pour lesquelles les matrices
inverses existent et donc pour lesquelles de telles solutions peuvent s’écrire ainsi. Ils explicitent
ensuite les termes de biais et de variance de 'estimateur et retrouvent les vitesses de conver-
gence univariée sous une condition supplémentaire portant sur la régularité des fonctions r; et
r9. Leur travail est complété par Opsomer (2000) pour d > 2 quelques années plus tard. De leur
coté, Mammen et al. (1999) considérent un estimateur construit en appliquant préalablement
un lisseur multivarié & noyau de type Nadaraya-Watson ou de régression polynomiale locale.
Ils s’appuient sur les travaux de Mammen et al. (2001) (publiés plus tard mais déja écrits a
I’époque) pour donner une interprétation de ce type de lisseurs en termes de projections dans
un espace de Hilbert muni d’'une norme adaptée. L’idée consiste ensuite a estimer la projection
de cet estimateur sur l'espace des fonctions additives par une procédure de type backfitting. Ils
montrent la convergence de la méthode et étudient les propriétés asymptotiques de ’estimateur.
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Ce faisant, ils retrouvent le biais et la variance des estimateurs oracles. Ces travaux sont ensuite
généralisés & d’autres types de lisseurs par Horowitz et al. (2006) .

L’algorithme backfitting est également utilisé par Mammen & Yu (2007) pour estimer les com-
posantes d’un modéle additif isotonique de régression c’est-a-dire un modéle ou la fonction de
régression s’écrit

d
T(X)ZZTJ(XJ‘)

avec les 7; toutes croissantes. Le backfitting est ici utilisé de maniére classique avec, pour I'ac-
tualisation de 7;, I’application de la régression isotonique sur les résidus

Y—Zm.

k]
Ils montrent qu’en augmentant le nombre d’itérations, I’algorithme converge vers la solution de

n
. 2
argmin E (Y; —uy)
uECH +..+CF 21

avec C; le cone habituel des séquences isotoniques de R™. Pour obtenir ce résultat, ils montrent
que dans ce cas, I'algorithme backfitting peut étre vu comme une adaptation de l'algorithme
donné par Dykstra (1983) qui résoud le probléme dual consistant & déterminer le projeté d’un
vecteur de R™ sur l'intersection d’un ensemble de cones convexes fermés (nous revenons sur
ce point en remarque page 41). Dans cet article, les auteurs établissent également un résultat
asymptotique analogue a ceux qui ont été montrés pour des lisseurs classiques sous un modéle
additif usuel. Ils retrouvent en effet en chaque composante la distribution asymptotique univariée :

Vi=1,...,d Va; €]0,1] nt/3C (7 (z5) —15(z5)]

converge en distribution vers la pente du GCM de W (t) +t% ot W (¢) est un mouvement brownien
symétrique. Notons que ’obtention de ce résultat suppose entre autres hypothéses qu’aucune des
fonctions r; ne comporte de partie constante.

Pour conclure, disons que pour contourner le probléme du fléau de la dimension, le fait de
postuler un modéle additif présente le double avantage d’offrir une interprétation facilitée de
I'influence individuelle des prédicteurs et d’obtenir des vitesses de convergence satisfaisantes. Il
faut cependant garder présent & I'esprit que postulant ce modéle, on suppose que la fonction de
régression a en effet une structure additive, ce qu’on ignore en général. Les méthodes dont on
vient de parler visent ainsi & s’approcher au mieux de la fonction additive la plus proche de la
fonction liant X & Y mais rien ne garantit que cette fonction ait en effet cette structure. En
d’autres termes, le controle du terme de biais dans le calcul de l'erreur quadratique globale

E[(#(X) —r(X))?] = E[("(X) - E[#X)])?] +E[F(X) - r(X))?
= var(r(X)) + biais? (7#(X)).

est obtenu sous cette hypothése mais le rendre faible, dans ce cas, ne donne cependant aucune
garantie quant a la bonne spécification du modéle. La méthode proposée par Cornillon et al.
(2011) ne fait pas d’hypothése structurelle sur la fonction de régression. Elle est basée sur la
réduction itérée du biais d’oit son nom : IBR pour “Iterative Bias Reduction”. Le principe, proche
du “boosting” (cf. Bithlmann & Yu (2003) ou Di Marzio & Taylor (2008) par exemple) consiste
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a appliquer dans un premier temps un estimateur multivarié classique en donnant une grande
valeur au parameétre de lissage. On s’accommode ainsi du fléau de la dimension mais on produit un
estimateur biaisé. L’idée est ensuite d’estimer le biais, toujours au moyen d’un lisseur multivarié
avec un grand paramétre de lissage, de corriger ’estimateur précédent puis d’itérer la procédure.

Un article publié dans la revue Statistics and Computing figure en annexe page 147. Il présente
plus en détail la méthode IBR et compare ses performances avec des concurrents multivariés. Ce
principe de réduction itérée du biais est également & ’origine de 'idée d’un autre algorithme que
le backfitting pour itérer la régression isotonique et ainsi estimer une fonction de régression dans
un cadre univarié. Nous voyons cela dans le chapitre qui suit.






Chapitre 2

Régression isotonique itérée

2.1 Introduction - Estimateurs envisagés
Commengons par rappeler 'idée qui motive la méthode. On considére le modéle de régression
Y=r(X)+e¢ (2.1)

avec X a valeurs dans [0,1], E [Yz] < oo et E[e|]X] = 0. On suppose que r appartient a
l’ensemble F des fonctions a variation bornée sur [0, 1]. La caractérisation donnée par Jordan de
telles fonctions comme somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante permet
de donner au modele (2.1) la forme additive

Y =u(X)+bX)+e

ou u appartient au cone C* des fonctions croissantes et b au cone C~ des fonctions décroissantes.
Cette décomposition n’est pas unique en général ce qui pose un probléme d’identifiabilité dans
la décomposition » = u + b. Cependant, pour des fonctions continues & droite, le Théoréme 0.1
donné en introduction page 3, assure 'unicité de la décomposition pour u et b ayant des mesures
de Stieltjes mutuellement singuliéres. Concrétement, cela signifie qu’a une constante additive
prés, il y a une unique décomposition r = u* + b* telle que localement, les fonctions u* et b*
ne varient pas simultanément. Ainsi lorsque u* est croissante, b* est constante et inversement.
Cette décomposition peut étre vue comme la décomposition & variation minimale de r dans la
mesure ou les variations locales de r sont portées par u* lorsque r est croissante, par b* lorsque
r est décroissante, mais jamais par les deux termes.

Nous considérons finalement le modéle
Y=r(X)+e=u"(X)+b"(X)+e¢ (2.2)

avec en plus des hypothéses précédentes, r continue & droite en tout point et par exemple, les
conditions

1 1 1
/O o (@) p(de) = /O r(@)p(ds) et /O b (@) u(dz) = 0 (2.3)

qui assurent l'identifiabilité du modeéle. Un exemple est représenté en figure 2.1.
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Fig. 2.1 — Décomposition de Stieltjes de la fonction 7.

On peut voir ’équation (2.2) comme un modéle additif mettant en jeu partie croissante et partie
décroissante. C’est ce point de vue qui donne I'idée de la méthode car il suggére de combiner les
outils d’estimation des modéles additifs et les outils de régression sous contraintes de forme pour
estimer les termes de la somme. Nous proposons ainsi d’appliquer la régression isotonique selon
l’algorithme backfitting pour estimer u* et b* et en déduire r. Avant de préciser I’algorithme,
nous rappelons certaines définitions et introduisons quelques notations utiles.

Nous considérons (X;,Y;);=1,...n des réplications i.i.d. du modele (2.2). La régression isotonique
suppose d’utiliser les observations réordonnées selon ’ordre des X;. Nous les notons (X (i) Y(l))
avec X(1) < ... < X(,) car la fonction de répartition de X est supposée continue. Pour i =
1,...,n, nous notons x; (resp. y;) les observations des variables aléatoires X ;) (resp. Y{;)). Nous
supposons ainsi que nous disposons des observations (x;,y;) avec x1 < ... < ZTp, €t Y1,...,Yp les
observations correspondantes.

Nous allons appliquer alternativement régressions isotonique et antitonique. Rappelons que nous

notons iso(y) la régression isotonique de y = (y1,...,y,) définie par
1 n
iso(y) = argmin ||y — ul|? = argmin — >~ (y; — u;)”
u€C wect i3

avec C;I" le cone constitué des vecteurs de R™ dont les coordonnées forment une séquence crois-
sante. De méme, la régression antitonique de y est

1 n
anti(y) = argmin ||y — b||? = argmin — Z (yi — b;)”
beCy beC,y i=1

avec C,; le cone de R™ dont les coordonnées forment une séquence décroissante.

Par ailleurs pour z = (21, ...,2,) un vecteur de R”, on pose A(z) le vecteur de R"~! défini par
A(z) = (22 — Z1y---5%n _Zn—l)/- (24)

Pour deux vecteurs z et Z, on pose A(z) o A(Z) le vecteur de R"~! résultat du produit terme a
terme de A(z) et A(2) :

A(Z) o A(g) = ((22 — Zl) X (22 — 51)7 ey (Zn — anl) X (271 — énfl))l . (25)
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Ainsi, si pour deux vecteurs z et Z, on a A(z) o A(Z) = 0, cela signifie que, si entre deux
composantes consécutives z varie, c¢’est que Z ne varie pas et vice-versa.

Nous proposons d’adapter l'algorithme backfitting présenté en page 30 & notre situation de la
maniére suivante. Nous donnons & la méthode le nom de Régression Isotonique Itérée, |.I.R. en
abrégé, pour “Iterative Isotonic Regression” :

Algorithme 3 Iterative Isotonic Regression

(1) Initialisation :

(2) Cycle : pour k > 1

¥ —iso (y - b*V)
g =) 4 k),

(3) Ttérer (2) jusqu’a une condition d’arrét a définir.

Remarques
e La notation vectorielle est utilisée dans cet algorithme. Ainsi, aprés k itérations, le vecteur des

valeurs a,justées est
. L (k NI
y(k) = (yg )w"a r(Lk)> .

En prolongeant par des segments horizontaux par exemple, on définit I'estimateur sur [0, 1].
e On verifiera en Annexe C que l'on a pour tout k& > 1

A(@®)oa (60) =0
a*) =g (2.7)
b =,

ou ¥ est la moyenne des composantes de y. Ces équations garantissent l’identifiabilité de la
décomposition §*) = ) +b(*). Elles sont en effet la transposition au cas discret des conditions
(2.3) vues au-dessus pour le cas fonctionnel. Ainsi, disposant de 7*), on déduit de maniére
unique les termes @(%) et b(k) (& une constante prés) en faisant porter les augmentations locales
de 9™ a4® (pendant que b*) reste constant) et les diminutions locales de 7(*) & bk) (pendant
que @) reste constant). En choisissant de donner a %) la moyenne 7, Punicité est assurée et
non plus seulement & une constante prés.

e Pour compléter le point précédent, ajoutons que si l’on considérait, dans I'alorithme 3, d’autres
estimateurs monotones que iso(.) et anti(.), il faudrait éventuellement ajouter des conditions
d’identifiabilité telles que (2.7).

e Nous avons fait le choix d’appliquer d’abord la régression isotonique puis la régression antito-
nique sur les résidus. Ce choix est arbitraire et nous aurions aussi bien pu prendre les opérations
en sens inverse. Sauf mention contraire, nous appliquerons les étapes dans cet ordre.
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e La formulation du backfitting en page 30 n’est pas tout a fait la méme que celle-ci. On aurait
pu les faire coincider en commengant par calculer g, en appliquant ensuite 1’algorithme sur
les données centrées y — 7 et en prenant a la fin de chaque cycle %) = g+ o) + b®) . Cela
ne change pas grand-chose en fait si I’on se souvient que, de maniére générale, la moyenne est
conservée par régression isotonique (cf. équation (1.6) page 10). En choisissant de commencer
chaque cycle par la régression isotonique, la moyenne des y est ainsi portée par les @(%), les
b®) ¢tant de moyenne nulle : cela démontre au passage les deux derniers points dans (2.7).

La figure 2.2 montre 'application de ’algorithme sur ’exemple de la fonction considérée en figure
2.1. Nous avons distribué aléatoirement n = 100 points autour de cette fonction avec € un bruit
gaussien d’espérance nulle. L’ajustement est représenté pour k£ = 1,10, 1000 itérations.

Fig. 2.2 — Application de 'algorithme I.I.R. pour k£ = 1,10, 1000.

On remarque que 'augmentation du nombre d’itérations tend & reproduire les données. Nous
allons montrer dans cette section que c’est effectivement le cas (cf. Théoréme 2.1 page 39).
Auparavant, nous donnons une interprétation géométrique a I’algorithme, ce qui facilite sa com-
préhension et rejoint la démonstration du théoréme.

La régression isotonique iso(y) correspond au projeté orthogonal du vecteur y sur C; (cf. figure
1.1 page 10). De méme anti(y) est le projeté de y sur C;,, le cone opposé a C;F. Ainsi, on obtient
@1 en projetant y sur C,r. On consideére ensuite le résidu y — @M, que l'on projette sur C,; pour
obtenir le premier ajustement décroissant b, La somme des deux donne I'ajustement ) a
l'issue de I’étape 1 de l'algorithme (cf. partie supérieure de la figure 2.3). On considére ensuite
le résidu y — b aprés cette estimation décroissante, résidu que 1’on projette sur C;t dans le but
d’améliorer 'estimation de la partie croissante. On obtient ainsi 4(?), que on retranche ensuite
a y, le résultat étant projeté a son tour sur C,, pour obtenir b2 (cf. partie inférieure de la figure
2.3). La somme 73 =a® + b® fournit D'estimation a la fin de I’étape 2. Le méme procédé est
ensuite répété.
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52

n

Fig. 2.3 — Interprétation géométrique de ’algorithme I.I.R.

Lorsque 1'on augmente le nombre d’itérations, §*) se rapproche de y illustrant le fait que 1’on
tend vers l'interpolation des données. Nous en venons au théoréme qui formalise ce résultat :

Théoréme 2.1 (Interpolation des données)
Avec les notations précédentes, les estimations produites par l’algorithme 3 tendent vers l'inter-
polation des données :

lim g<k) =y.

k—o0
La preuve que nous proposons s’appuie sur des résultats de Bauschke & Borwein (1994) qui
analysent l'algorithme de Dykstra (1983) destiné initialement a trouver le projeté d’un point
particulier de R™ sur lintersection d’un nombre fini de cénes convexes fermés. Le travail de
Bauschke & Borwein (1994) se place dans le cadre général des espaces de Hilbert et il contient
également une analyse de ’algorithme de Von Neumann. Ce sont leurs résultats sur cet algorithme
qui nous intéressent ici. En effet, I'algorithme |.I.R. peut étre vu comme un cas particulier de
I’algorithme de Von Neumann, ce que nous vérifions dans la preuve du Théoréme 2.1.

Auparavant, pour situer le contexte, précisons que l'algorithme de projection alternée de Von
Neumann est considéré comme la premiére méthode pour déterminer le projeté d’un point par-
ticulier sur Iintersection d’ensembles convexes fermés dans un espace de Hilbert. Dans sa forme
originale, Von Neumann (1950) construit & partir d’un point initial = et de deux sous-espaces
fermés A et B d’un espace de Hilbert H, les séquences (a,) et (b,) suivantes :

bp:=x ap = PA(bkfl) by = PB(ak) (2.8)
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et montre la convergence des deux séquences vers Psnp(x). Dykstra (1983) suggére un algorithme
plus général qui coincide avec la solution précédente pour ce méme probléme et qui traite en
plus le cas ou A et B sont des cones convexes fermés dans un espace euclidien. Boyle & Dykstra
(1986) montrent ensuite que l'algorithme proposé en 1983 donne en fait une solution pour le cas
de deux sous-ensembles convexes fermés dans un Hilbert. Bauschke & Borwein (1994) complétent
la description de l'algorithme de Dykstra et les travaux précédents en précisant notamment la
convergence. Ils en déduisent également des résultats complémentaires sur ’algorithme de Von
Neumann lorsque celui-ci équivaut & celui de Dykstra.

Pour ce qui nous intéresse, on trouve en particulier dans leurs travaux le résultat suivant : si on
pose v = P5—4(0), projection de 0 sur la fermeture de B — A, alors

b, —ap — v et b — agyr1 — 0. (2.9)

La preuve du Théoréme 2.1 repose sur le fait que ’on peut interpréter les séquences (ﬁ(k))kz 1 et
(y — l;(k))kzl comme des séquences de Von Neumann analogues & (2.8). Pour cela, on s’appuie
sur une interprétation géométrique complémentaire de la précédente et qui s’articule sur les deux
résultats qui suivent.

Lemme 2.1 (Cones translatés)
Soit H un espace de Hilbert. Soit M un sous-ensemble conveze fermé et h € H. On note Paq(h)
le projeté de h sur M i.e. le point de M le plus proche de h. Soit a € H, alors

Priga(h) = a+ Pp(h —a). (2.10)
ot M+a={m+a,me M}
Lemme 2.2
Soit y € R™, on a
iso(—y) = — anti(y) i.e. Per(—y) = —Pe-(y)- (2.11)

Preuve (du Théoréme 2.1)
On revient & notre méthode et on introduit, pour se ramener au Lemme 2.1, le cone résultant de
la translation de vecteur y opérant sur le cone C,'. On le note y + C,! :

y+Cf={y+uuecc}

On illustre cette définition en figure 2.4. Cette figure illustre également le fait que I'on peut voir
les termes (4%))g>1 et (y — b%*))x>; comme des projections alternées sur les cones C; et y + C;t,
ce que 'on vérifie maintenant.

Par définition, on a a(t) = Pe+(y). En prenant (2.10) avec H := R™ muni de la norme |||,
M :=CF et a =y puis en utilisant (2.11), il vient :

P er (@) =y + Por (V) —y) =y — P (y — ).

En revenant a la définition b(1) = P, (y—aM), on a donc

n

y— p — P, ot (ﬁ(l)).
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De méme, par définition, on a 4(?) = P+ (y — 5(1)) et

y—b? =y— Po-(y — 4®)  par définition de b
=y+ P+ (4 —y) daprés (2.11)
=P, c+(a®) d’aprés (2.10).

De proche en proche, en posant b0 = 0, on a ainsi

VE>1:  a® =P(y-b*) et y—b® =P o (@®). (2.12)

n

e

Fig. 2.4 — Interprétation de ’algorithme |.I.R. comme un algorithme de Von Neumann.

En prenant x := 0, A :=C; et B:=y+C; dans (2.8), il est clair que les séquences (a<k>)k21 et
(y — b(k))kzl peuvent étre identifiées aux séquences de Von Neumann :

ap = o) et b ==y — bk,
Comme 0 € B— A, v =0. D’aprés (2.9), on a donc
y—b® —a® 0

ce qui se traduit par
lim [|5® —y[l, =0
k—o0

et achéve la démonstration du Théoréme (2.1). O

Remarques R
e Il faut noter que le Théoréme 2.1 assure la convergence de la somme @*) + b(*) mais ne

précise pas si les termes (%) et b(F) pris individuellement convergent. Cependant, Bauschke &
Borwein (1994) donnent en corollaire du théoréme que nous avons cité un résultat de Cheney
& Goldstein (1959) qui permet d’avoir, dans notre cas, la convergence des termes de la somme.
A notre connaissance, en revanche, on ne peut pas savoir quelles sont les limites.

e En revanche, de facon générale, rien n’est dit sur ces limites individuelles. Dans notre cas
particulier, nous montrons en Théoréme 2.3 que les suites (u(’“)) et (b(k)) convergent vers les
termes uy et by de la décomposition a variation minimale de y.
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e Tendre vers l'interpolation n’est pas souhaitable d’un point de vue statistique car cela revient
a faire du surajustement. Nous envisagerons ainsi dans le Chapitre 3 consacré aux applications
plusieurs critéres d’arrét a la méthode.

e Dans le cadre multivarié ot I’on applique classiquement le backfitting, il est d’usage d’arréter
I’algorithme lorsque les estimations individuelles ne varient plus sensiblement d’une itération
a Pautre. Ce critére conduirait ici & une situation proche de 'interpolation et il est naturel de
s’interroger sur le fait que ’on ne puisse pas faire référence au cadre classique pour I’appliquer.
On donnera une explication & ce sujet en Section 2.2.3 page 49.

e Il est possible de s’appuyer sur l’algorithme de Dykstra (cf. Dykstra (1983)) plutdt que sur celui
de Von Neumann pour prouver le Théoréme 2.1. Le principe est de considérer la décomposition
de Moreau (cf. Moreau (1962)) dans le cas particulier d’un vecteur de R™ (la décomposition
vaut dans les espaces de Hilbert). Tout vecteur de R™ peut s’écrire la somme du projeté
de ce vecteur sur un cone convexe fermé et du projeté sur le cone polaire de ce cone (on
donne une définition du cone polaire page 109). Dés lors, en considérant les séquences de
lalgorithme de Dykstra construites par projection sur les cones polaires de C et C,, on
retrouve y — bE=1) — g(F) et y — aF) — b®*). Le théoreme 3.1 de Dykstra, tout comme les
résultats de Bauschke & Borwein (1994) sur Panalyse de cet algorithme, permettent alors
également de conclure. C’est la maniére dont est utilisé ’algorithme backfitting dans Mammen
& Yu (2007).

Nous proposons un second algorithme qui s’inspire cette fois de la méthode de réduction itérée
du biais .B.R. proposée par Cornillon et al. (2011). Le principe consiste & travailler a chaque
étape, non plus sur les résidus partiels, mais sur les résidus courants y — §*), puis & actualiser
Iestimateur. Plus précisément, I’algorithme proposé est le suivant :

Algorithme 4 Iterative Isotonic Bias Reduction

(1) Initialisation :
79 = a0 15O =g

(2) Cycle : pour k > 1

a®  =iso (y — g+—V)

B0 — anti (y — gD — g®) (2.13)

Actualisation de ’estimation :
§®) = =D L g0 4 j®) (2.14)

(3) Itérer (2) jusqu’a une condition d’arrét a définir.

Ainsi, a la k®™ étape, on considére le vecteur y — §*~1 sur lequel on applique la régression
isotonique pour obtenir an). On applique ensuite la régression antitonique sur le résidu y —
g1 — a®) ce qui donne b*). On actualise ensuite la partie croissante (resp. décroissante) en
Pajoutant & 'estimation croissante (resp. décroissante) que l'on avait a lissue de 1’étape k — 1.

Ainsi,
koo ko
§*) = Za(]) + Zb(J)
j=1 j=1

A nouveau, comme on choisit de commencer chaque cycle par une régression isotonique, la
moyenne de y est portée par l'estimation croissante, la partie décroissante étant de moyenne
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nulle. Plus précisément, cette moyenne est portée par 4! = iso(y), les @®) pour k > 2 étant de
moyenne nulle.

Comme pour l'algorithme précédent, on vérifiera en Annexe C 1’équation
A (a““)) oA (z}(’“)) =0 (2.15)

qui assure l'identifiabilité des termes dans (2.14).

Le fait remarquable est que les deux algorithmes coincident. Nous le démontrons dans la Section
2.2.1. L’égalité des deux algorithmes permet en particulier de déterminer les limites individuelles
des termes de la somme et ainsi de compléter le Théoréme 2.1 (cf. Théoréme 2.3, Section 2.2.2).
La Section 2.3 est ensuite consacrée a I’étude de la consistance de I'estimateur.

2.2 Propriétés a n fixé

2.2.1 Backfitting = réduction de biais

Pour simplifier, nous supposons dans cette section les données y centrées. Pour tout &, les vecteurs
@® et b*) obtenus par application de 'algorithme 3 ainsi que les vecteurs @(%) et b*) obtenus
par l'algorithme 4 sont donc également tous de moyenne nulle. Nous nous plagons ainsi dans
I’hyperplan de R™ noté £ défini par :

Sz{xeR”:zn:xizo}.
i=1

Nous conservons cependant les notations C;7 et C;; pour désigner la restriction de ces cones a &.
La démonstration de I'égalité des deux méthodes repose sur le Lemme technique suivant :

Lemme 2.3
Soit y € &, alors
Yu € CF :iso(y + u) —iso(y) € C;F (2.16)
et
Vb € C,, :anti(y + b) — anti(y) € C,, . (2.17)

Cette propriété peut étre vue comme un cas particulier d’une propriété plus générale dite “d’iso-
tonie de la projection” qui s’énonce ainsi :

Définition 2.1 (Projection isotone)
La projection P sur un cone conveze fermé IC de R™ est dite isotone si

Ve,ye R":y—2z € K= Pc(y) — Pc(z) € K. (2.18)

Le terme d’isotonie traduit le fait que 'ordre induit par le cone (la relation y — z € K induit une
relation d’ordre) est ici conservé par projection. Cette définition est donnée dans Isac & Németh
(1986). Ce papier, complété par Isac & Németh (1987) qui corrige une erreur dans le document
initial, montre également qu’une condition nécessaire et suffisante sur IC pour avoir la propriété
d’isotonie (2.18) est que K soit mince (traduction de “thin” en anglais).

De facon générale, considérons un cone convexe fermé de R™. Rappelons que le céne polaire est

K={yeR": (z,y), <O,Vz €K} ={y e R": Pc(y) =0}



44 Reégression Isotonique Itérée

et qu'un vecteur de K est sur un rayon extremal (ou aréte) de K si on ne peut pas 'obtenir comme
combinaison convexe stricte de deux vecteurs de K. Par ailleurs K est dit propre si KN—K = {0}
et il est dit générateur si L — K = R". La définition d’un céne mince est la suivante :

Définition 2.2 (Coéne mince)

On dit qu’un cone K de (R™,||.||») conveze, fermé, propre et générateur est mince si pour tous
vecteurs u et u situés sur deux rayons extrémauzr quelconques de son cone polaire K*, on a
(u, @)n, <0.

On sait d’aprés Isac & Németh (1986) que la projection sur des cones minces a la propriété
d’isotonie (2.18) et il se trouve que l'on a le résultat suivant (cf. Annexe B) :

Lemme 2.4
Les cones C;F et C,; sont des cones minces de E.

Ainsi, les projections sur C;" et C,; ont la propriété d’isotonie. Par conséquent le Lemme 2.3 est
vérifié et nous disposons des outils pour montrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.2 (Egalité des algorithmes 3 et 4)
A chaque itération, les estimations fournies par les algorithmes 8 et J sont égales :

k k
vk>1 @ =Ya" e 0 =350
Jj=1 j=1

Preuve
Montrons tout d’abord de proche en proche que pour tout k£ > 1,

B I (2.19)
On a par définition de 4 et 4(2) :
4@ — oM = iso(y — bM) —iso(y).
En posant u := —bW) ¢ CF, cela s’écrit :
@ — a4 = iso(y + u) — iso(y)
et le Lemme 2.3 donne 4® — () € C;. De méme par définition de b2 et b(1),

b® — bV = anti(y — a®) — anti(y — a),

soit X X
b@ — bM = anti (y —a® — (@ — 11(1))) — anti(y — a'V),

ou en posant § =y — 4V et b:= —(a® — o)
b® — bV = anti(j 4 b) — anti(§).

D’aprés ce que 'on vient de trouver, b € C,; donc, par la seconde équation du Lemme 2.3, on
conclut b3 — p(M) ¢ C,, . C’est ensuite le méme principe :

4® — a4 =iso(y — b?) —iso(y — bV = iso (y — b — (H® — 5(1))) —iso(y — b™M).
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On pose § 1= y— b et comme on vient de voir b — b1 € C., le Lemme 2.3 donne 4(3) — (%) ¢
C,F. De proche en proche on obtient (2.19).

Montrons maintenant par récurrence le résultat voulu. Il est clair qu’a la premiére étape (k = 1)
des algorithmes, les estimations coincident. Supposons maintenant qu’a une étape k > 1, nous
avons

k k
§F = a® 150 avee @ =3 @) et b4 = 350,
j=1 j=1

1. Montrons qu’alors 4(F+1) = Zj;l a9,
Pour cela, montrons tout d’abord

ly =58 — atk+D |, = [ly — 5 — a4, (2.20)

Comme 4Ft1) est la meilleure approximation de y — b*) parmi les séquences croissantes
et que @®) + g +1) est croissante comme somme de séquences croissantes, on a

ly —b*) — a1, < [ly = b® — (@) + @+, = |y — 9®) — @+,

(1) est la meilleure approximation croissante de y— (%), Elle est en particulier meilleure
que @51 — (k) dont on vient de voir qu’elle est croissante (équation 2.19). Ainsi

ly = 5™ =™V < ly — g = @D = aD) | = fly = 6 — @+,
Les deux derniéres inéquations donnent bien (2.20). Dés lors, on a

Iy = 5% — @Dl = fly = 5 — a®HD), = fly - 5P — (@D — a®))

[l

ce qui montre que @t et 4kt — () réalisent tous deux le minimum de distance a
y — %), On peut donc les confondre

akHD — (kD) o) o (k1) — k) 4 (kD)

et 'hypothése de récurrence donne

k+1
altt) = 3 g0,
j=1

2. Montrer qu’alors on a aussi pk+1) = Zf:ll b procéde de la méme idée.

On montre tout d’abord que

Jly — a4 — RV, = g — g®) — a4 prD) (2.21)

b+ ¢tant le projeté de y — a5+ sur €7, il est clair que
”y - ﬁ(kJrl) 7 l;(kJrl)Hn < ”y . ﬁ(k+1) 7 (l;(lc) + B(kJrl))”n
Ainsi, avec akt1) = ) 4 g(+1) ] vient

ly — a1 _ 5(k+1)||n <y — g — g+t _ 5(k+1)||n.
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De plus, bk+1) gtant par définition la meilleure approximation décroissante de y — gk —
@5t elle est en particulier meilleure que b* 1D — p(¥) qui est décroissante (cf. équation
2.19), d’ou

,a(k+1) o E(k+1)” k+1) ( k+1) ))H

< ”y _ a( ) k+1 b (k+1) ||n
< ”y _ ,&(k-‘rl) _ b(k+1)||n

ly — 5% —

et légalité (2.21) est justifiée par la double inégalité. Il vient alors

o+ _ g(k'+1)|| G(k) _ g (k+1) _ 5(k+1)||n

n=lly—19
=lly—19
= |ly — bR — gk+D _ D)

= [ly — aF*tY — (b®) 4 pE+Y||,

lly —
(k) _ (ﬁ(kﬂ) — k) _ 5(k+1))||n

ce qui confond b*) +b*+1) avec b1 e projeté de y — ak+1)

de récurrence, on a alors

sur C,, . D’aprés ’hypothése

k+1
HOHD — jR) D) = 3T G0)
B = b 4 pHD = N 7

J=1

ce qui achéve la preuve. d

Il est intéressant de donner une interprétation graphique en complément de celle qui a été faite
en figure 2.3 page 39. La figure 2.5 illustre la construction de () comme projeté de y — V) sur
CH et Degalite 4 = a2 — 4V,

g

- 4@ 5@ et

Fig. 2.5 — Illustration de I’égalité des deux méthodes.

2.2.2 Convergence des termes individuels de la somme

Nous avons montré en Théoréme 2.1, Section 2.1 page 39, la convergence de §*) vers y lorsque
k tend vers l'infini. La preuve s’appuie sur I'analyse de l’algorithme de Von Neumann faite par
Bauschke & Borwein (1994). Comme nous ’avons mentionné en remarque page 41, un corollaire

de leur résultat principal assure également Pexistence d’une limite pour chacun des termes !

k)

et b*) de la somme. Néanmoins, leur corollaire ne permet pas de caractériser ces limites, ce que
nous allons pouvoir faire ici grace a 1’égalité des deux algorithmes.
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Le Théoréme 2.3 page 48 établit ainsi que 4% et b convergent respectivement vers les termes
de la décomposition & variation minimale du vecteur y, analogue discret de la décomposition a
variation minimale de Jordan. Nous notons ces termes uy et by.

Avant d’énoncer le théoréme, nous en donnons une illustration sur un exemple en figure 2.6. La
partie gauche représente un vecteur de données y et la décomposition y = uy + by. S’agissant de
I’analogue pour un vecteur de la décomposition & variation minimale pour une fonction, on a

Yirr —¥i > 0= uj ;g —ug s =y —yiet by ;4 —b) ;=0
et inversement,
Yirt =% < 0=y, —uy; =0et by ;) — by, =Yip1 — Ui
la moyenne de y étant portée par u; alors que b est de moyenne nulle. On a ainsi
A(uy) o A(by) = 0.

La partie droite de la figure illustre le fait que, le nombre d’itérations k augmentant, les coor-
données des vecteurs 4*) et b¥) se rapprochent de celles de uy, et de by.
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Fig. 2.6 — Convergence de 4(F) et bF) vers uy, et by.

Pour simplifier, nous considérons & nouveau les données y centrées. Les quantités produites par
les algorithmes ainsi que les termes u;; et by sont donc tous centrés également. Cela nous permet
de travailler dans &, le sous-espace de R™ des vecteurs centrés, et d’introduire la norme V qui
mesure les variations d’un vecteur :

V: & —- Rt
y — V(y) = Z?:_f [Yit1 — il
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Remarque
L’application V n’est pas une norme dans R car la propriété de séparation n’est pas vérifiée en
général. Elle le devient par contre lorsqu’on se restreint a £.

En général, pour un vecteur z € £ et une décomposition z = u, + b, dans £ de ce vecteur, on a
I'inégalité usuelle pour une norme : V(z) < V(u,) 4+ V(b,). 1l est clair cependant que, si I'on a
A(uy) o A(b,) =0, alors V(2) = V(u,) + V(b,). La réciproque est vraie. En effet, pour tout i,
[Zit1 — 2i] < |uzig1 — Uzl + 0zi41 — Dz = (Uzit1 — Uzi) — (D2 — bzit1)

Légalité V(z) = V(u,) + V(b,) ne peut donc avoir lieu qu’a la condition que pour tout ¢, on ait

|Zit1 — 2| = (Uzip1 —uz) — (s — baig1) (2.22)
Or

Zit1 > % = |zig1 — 2| = zip1 — 2 = (uz,i+1 — uz,i) + (bz,i+1 — bz,i)

donc (2.22) implique b, ;11 = b,,;. De méme, on montre

RZitl < Zj = Uz jp1 = Uz g

)

et
Zigl = 2§ = Uz 41 — Uz = by iqp1 — by = 0.

Finalement V(z) = V(u,) + V(b,) = A(u,) o A(b,) = 0 et la réciproque est prouvée.
Les conditions d’identifiabilité impliquent donc que pour tout k& > 1

VE®) = v@a®) + vp®) et V(@® 4+ 5y = v(@®y + v(p*). (2.23)

Par ailleurs, il suffit de montrer que u™® = limy_,oc 4% et b>° = limy_, o0 b(*) vérifient V(u>®) +
V(b>) = V(y) pour avoir A(u™) o A(b>®) = 0 donc u™ = uy et b>* = by. Clest I'idée de la
démonstration du théoréme.

Théoréme 2.3 (Convergence des termes individuels)

Les séquences (ﬁ(k))k>1 et () i convergent vers les termes de la décomposition & variation
= >1
minimale de y. Autrement dit,
lim a® = u* et lim 5™ = p*
k—o0 v k— o0 v

ot uy et by sont tels que y = uy + by et V(y) = V(uy) + V(b}).

Preuve

Les résultats de Bauschke & Borwein (1994) que nous invoquons pour justifier I'existence des
limites individuelles sont donnés dans le cadre d’espaces de Hilbert pour des projections sur des
convexes fermés en respect d’une certaine norme issue d’un produit scalaire. Ils sont directement
transposables & notre situation pour R™ et la norme ||.||,. Ainsi, il existe u™ et b> tels que
limy o0 |2 — ||, = 0 et limg_ o0 [|[B*) — ||, = 0. Cela implique que pour tout i,

lim @™ =u et lim B =
k—o0 k—o0

donc par continuité de la norme V(.)

lim V(a®) = V(@™®) et lim V(b)) = V(b>). (2.24)

k— o0 k—o0
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On a bien str I'équivalent avec %) — y. Ainsi,

V(y) =V (limk_,oo{ﬂ(k) + 6<k>})
= limy_yo0 V (mk) + 13<k>)
= limg_ 00 {V(ﬁ(k)) + V(l;(k))} d’apres (2.23)
= limp_y00 V(@M) 4 limg 0o V(O®))  dapres (2.24)
=V (timgs o0 @) + V (limp o0 5
= V(u™®) + V(b>).

D’apres Dassertion donnée juste avant ’énoncé du théoréme, on déduit que (u®,b>) est la
décomposition a variation minimale (u;, b?j) de y, ce qui est le résultat voulu. 0

Remarque ~
En particulier, on a convergence des séries 3. a®) et 30" avec

uz = Zﬂ(k) et b; = Zi)(k).
k=1 k=1

2.2.3 Conclusions

Nous terminons cette partie sur la description de notre méthode & n fixé en donnant quelques
conclusions et perspectives. La figure 2.7 illustre de maniére synthétique la plupart des résultats
qui ont été établis jusqu’ici ainsi que des résultats complémentaires qui sont donnés en Annexe
D page 117.

Fig. 2.7 — llustration des propriétés.

Lorsque k augmente, les termes (%) et b™*) se rapprochent de la décomposition u* et b* de y. Nous
montrons que les écarts entre u* et 4(*) ainsi qu’entre b* et b tendent vers 0 en décroissant,
pour la norme V(.) comme pour la norme ||.||,, (cf. Propositions D.3 et D.5). Nous avons la méme
chose pour la convergence de 3*) vers y.
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Il est intéressant de remarquer que pour toute décomposition y = v + b, on a

u = iso(y—b)
{b = anti(y —u) ° (2.25)

On peut voir ce systéme d’équations comme ’analogue des équations dites normales présentées
pour un modéle additif bivarié en Section 1.2.3 page 31

ry = Sily—r2)
{ n o oaal (2.26)

dont 'existence et I'unicité des solutions sont liées aux propriétés des lisseurs mis en jeu. Dans ce
cadre bivarié, ’algorithme backfitting conduit & des estimateurs fgk) et fék) qui, toujours selon les
propriétés de S; et Sy, peuvent converger individuellement vers r; et r, ou bien dont la somme

peut converger vers ri + ra.

En Proposition D.6 page 123, nous montrons que pour toute décomposition y = u+b avec v € C;-
et b € C;, (représentée en bleu sur la figure 2.7), les suites

(Ilu a<’“>\|n)k21 et (Ib- é““)nn)kZl

convergent également en décroissant. Ainsi, dans notre situation, tout vecteur y peut s’écrire
sous la forme y = u + b, et n’importe quel couple (u,b) de la sorte est solution des équations

normales (2.25). Toutes les suites de la forme (||a® — u||,) et (HBUC) - b||n> décroissent et donc
convergent. En revanche seules ([|[a*) — u*||,) et <||l;(k) - b*Hn> convergent vers 0.

Complétons la comparaison avec le modeéle additif bivarié et revenons sur la remarque de la page
41 concernant 'arrét de méthode |.I.R. Dans le cadre multivarié usuel, on arréte I’algorithme
backfitting lorsque les estimations individuelles des termes de la somme ne varient plus sensible-
ment d’une itération a l'autre. Dans ce cadre, de vraies données y ne peuvent avoir une structure
précisément additive, & moins que 1’on se retrouve dans la situation de la figure 2.8 ol les points
sont en effet exactement distribués sur la surface représentant une fonction additive.

<
L
"z"os‘:&:Q

(LA N

S
AN Do
\{\"\‘t‘\‘k\\x‘

Fig. 2.8 — Données ayant une structure additive.

Dans les cas réels, on peut supposer que les observations ne sont pas trop éloignées de cette
structure et les estimations produites par backfitting, quand elles auront capturé la partie additive
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des données, ne varieront plus sensiblement d’une itération a l’autre. Dans notre situation au
contraire, les données ont toujours exactement la structure additive y = u + b. Il n’est donc pas
contradictoire qu’augmenter le nombre d’itérations conduise a leur interpolation.

2.3 Consistance

Dans la section précédente, nous avons décrit I’estimateur de régression isotonique itérée lorsque
n est fixé. Nous étudions ici certaines de ses propriétés lorsque le nombre de points tend vers
I'infini. Nous commencons par fixer les notations et décrire notre démarche.

2.3.1 Introduction

Soit (X1,Y1),...,(X,,Y,) un échantillon i.i.d. avec
Yi=r(X;) + e (2.27)

ou r : [0,1] — [0,1] est une fonction inconnue & variation bornée. On suppose E [Y?] < oo et
pour tout ¢, IE [g;|X;] = 0.

Les observations rangées dans l’ordre des X; sont notées (X (i)> Y(z-)). On considére que la fonction
de répartition de X est continue donc on a X1y < ... < X, et Y(y),...,Y(,) les observations
correspondantes de Y.

On applique la régression isotonique selon ’algorithme backfitting. On construit ainsi une suite

d’estimateurs (ﬁslk))kzo et (lA)%k))kZO définis itérativement par f&%o) = IAJ%O) =0etpourk>1

n

~ 1 R 2
@™ = argmin ||[Y — b*~Y — 4|2 = argmin - Z (Y(l) - b%kfl)(X(i)) - u(X(i))>

UEC:[ uECI i=1
. 1 <& 2
b¥) = argmin [V — ) — b||> = argmin — Y (Y(i) — ) (X)) — b(X(i))) .
bec; vee, i

Remarque

Avant de poursuivre, il convient de préciser les notations. Pour fixer les idées, prenons k = 1 dans

les définitions ci-dessus. Dans ce cas, lA)SIO) est le vecteur nul et a;” est un vecteur de taille n dont

les coordonnées forment une séquence croissante. A partir de ce vecteur, nous pouvons définir
une fonction constante par morceaux 1153) de [0, 1] dans R comme suit : si 0 < z < X(2)s a;”(x)

correspond a la premiére coordonnée du vecteur a;” ;81 X(g) <z < Xigy, ﬁ%l)(x) correspond a

la deuxiéme coordonnée du vecteur ﬁsll) ; et ainsi de suite, avec finalement pour X,y <z <1,

12511)(33) qui correspond & la derniére coordonnée du vecteur al. Ceci est illustré figure 2.9.
Réciproquement, une fonction f : [0, 1] — R étant donnée, on lui associe le vecteur de taille n dont
la coordonnée i est définie par f; = f(X(;)). Dans toute la suite, cette correspondance permettra
les allers-retours de la norme empirique ||.||,, & la norme quadratique ||.|| sans ambiguité. Enfin,

avec cette convention et puisque la somme est symétrique en ses termes, nous pouvons encore
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définir (ﬁ%k))kzo et (lA)glk))kgo par

. 1< R 2
@) = argmin [Y = B — w2 = argmin - 3 (Vi = 5D (X) — (X))

u€C; wec D]
. 1 < 2
bgf) = argmin ||Y — a;“ —b||? = argmin — Z (Yi — ﬁglk)(Xi) — b(Xi)) ,
beCr vec, i

ce que nous ferons dans la suite pour alléger (un peu) les écritures.

*—e
—
< .
T — T | 1
Xn,1 X1 X'n X2 1
Xy Xm-1)!
X(2) X

Fig. 2.9 — Prolongement des estimateurs sur [0, 1].

L’estimateur & la k®™ itération est obtenu en sommant partie isotonique et partie antitonique :
B = k) 4 ph),

Cette expression donne le vecteur de R™ des valeurs ajustées et en prolongeant par des segments
horizontaux, on définit Pestimateur sur [0, 1].

On souhaite mesurer la proximité a la fonction de régression r. On considére pour cela la norme
associée a la moyenne quadratique :

7 el = [ (1900 @) ),

Cette quantité est aléatoire. Le résultat principal que 'on obtient concerne son espérance. Plus
précisément, ’objet de cette partie est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 2.4 (Consistance de la régression isotonique itérée)

Sous Uhypothése que le bruit est borné, il existe une suite d’entiers (ky) croissante telle que

lim B [|[7) — 72| = o.
n—oo
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Pour ce faire, on s’appuie sur l'inégalité

178 = il < 17 = e+ 1 = 7 4 r® ) (2.28)
ou
17 = 712 < 3 {7 = {2 4 i) — 2 4 1) — 2} (2.29)

dont on cherche & controler chacun des termes de droite.

Pour ce qui est des notations, précisons que rﬁlk) = uﬁf) + b;k) est associé a l'application de

k itérations de l’algorithme sur les n points (X;,7(X;)) de la courbe de régression alors que
r®) = 4®) 4 p*) note le résultat de I'application de 1’algorithme a la fonction de régression
elle-méme. Ainsi, par exemple

n

1
ulV) = argmin ||r — u)? = argmin — Z (r(X;) — u(Xi))2

uel;h uels " =1
et
1 n 2
bV = argmin ||r — u{) — b||2 = argmin — Z (T(Xi) — () - b(Xi))
bec; wec; i3
alors que
1
uM = argmin ||r — u|> = argmin/ (r(z) — u(x))? p(da)
weCt ueCt 0
et

1

bV = argmin ||r — uM —b||2 = argmin/ (r(m) —uM(z) - b(ac))2 p(dx).
beC— beC— 0

Les deux derniéres écritures supposent l’existence et 1'unicité d’une solution aux problémes de

minimisation considérés. Les cones CT et C~ sont clairement des convexes de L? (). Nous n’avons

pas trouvé dans la littérature la preuve de leur fermeture pour la norme ||.||. Nous en donnons

une démonstration en Annexe E page 1251

Les inégalités (2.28) et (2.29) correspondent & une décomposition biais-variance de I'estimateur
obtenu aprés k itérations. Le terme ||f£lk) — || représente I’écart entre estimateur et 'appli-
cation de ’algorithme aux données qui seraient non bruitées : on peut donc voir ce terme comme
un terme de variance. Le second terme Hr%k) — ()| mesure I’écart entre le résultat obtenu sur
les points de la courbe et le résultat obtenu sur la courbe elle-méme : ne faisant pas intervenir
les données Y, on désigne ce terme par le biais. Le nombre d’itérations k étant fixé, le controle
de ces deux quantités permet de montrer que, lorsque n tend vers ’infini, f'%k) converge vers r(¥),
résultat de k itérations de la méthode sur la fonction r.

Cependant, k étant fixé, la fonction »*) ne coincide pas en général avec la fonction 7. Nous
1 insi 1'¢ (k) _ d . . 1 A(k) (k) 16

appelons ainsi I'écart ||r r|| erreur d’approximation alors que |7, —r*)|| est appelée erreur

d’estimation. Les termes en présence sont schématisés dans la formulation suivante :

1. Une autre fagon de s’assurer de cette existence et unicité est d’appliquer le Théoréme 1.1 donné par Anevski
& Soulier (2011).
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7 =l < 79 =) +
—— ——
Estimation Approximation
<

1#8E — e (e — W)

1 1

Variance + Biais

La figure 2.10 illustre notre démarche. Pour tout k fixé, nous montrons que ’erreur d’estimation
tend vers 0 avec n. Plus précisément, nous montrons

n
n—oo

MnE“meﬂmW =0.

0.1

Fig. 2.10 — Erreur d’approximation et erreur d’estimation.

Pour ce faire, on analyse tout d’abord la premiére demi-étape de 1’algorithme en prouvant que,
lorsque la fonction de régression n’est pas isotonique, I’application de la régression isotonique sur
des données bruitées fournit un estimateur qui converge vers la fonction isotonique la plus proche
de la fonction de régression. Ce point est un résultat en lui-méme car a notre connaissance, la
question n’avait pas été envisagée jusqu’a présent, les travaux existants étudiant uniquement les
propriétés de convergence de la régression isotonique pour une fonction de régression elle-méme
isotonique. Le résultat est énoncé en Théoréme 2.5 page 2.5 et sa démonstration fait I’objet de
la Section 2.3.2.

En Section 2.3.3, nous voyons ensuite comment les résultats se propagent au fil de I'algorithme,
permettant le controle de erreur d’estimation. La figure 2.10 illustre également le fait que lorsque
le nombre d’itérations k augmente, la fonction r*) se rapproche de r. Ce résultat s’obtient en
calquant la preuve du Théoréme 2.1 qui démontre pour n fixé, I'interpolation des données quand
k tend vers 'infini. En effet, nous nous appuyons dans cette preuve sur ’analyse de Bauschke
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& Borwein (1994) de I'algorithme de Von Neumann. Or leurs résultats valent pour des convexes
fermés dans des espaces de Hilbert. Ainsi en reprenant la démonstration avec R"™ remplacé par
Ls(p), A par CT et B par r + CT, on obtient

lim Hr(k) =7
k—o00

qui montre que l'erreur d’approximation tend vers 0 avec le nombre d’itérations.

Enfin, nous concluons en Section 2.3.4 en montrant comment, par un jeu de compromis entre le
nombre de points et le nombre d’itérations, on obtient le Théoréme 2.4. Pour faciliter la lecture,
tous les points techniques sont reportés en Annexe.

2.3.2 Consistance de la régression isotonique pour une fonction non
motonone

Nous montrons ici que ’estimateur de régression isotonique appliqué & des données suivant
le modeéle général (2.27) converge vers la fonction isotonique la plus proche de la fonction de
régression.

Comme cela revient & analyser la premiére demi-étape de ’algorithme I.1.R., le nombre d’itérations
k de la méthode n’intervient pas. Aussi, pour alléger les notations, nous nous affranchissons de
I’exposant qui correspond au nombre d’itérations en notant :

Up, 1= a;“, Up, 1= ug), uy = u,

Obtenir ce résultat de consistance nécessite ’emploi d’inégalités de concentration pour assurer le
passage d’une norme a l'autre. Ces inégalités, qui constituent I’Annexe H, supposent de travailler
avec des fonctions bornées. En prenant r a variation bornée et en supposant le bruit borné, il est
clair d’aprés les “min-max formulas” et la généralisation donnée dans Anevski & Soulier (2011),
que iy, U, et uy sont bornées.

Le résultat s’énonce de la maniére suivante :
Théoréme 2.5 (Régression isotonique sur une fonction non monotone)
Sous Uhypothése que le bruit € du modéle (2.27) est borné, on a

lim E [[|d, —uyl’] =0

n—oo
avec Uy, = argmin, o+ [|Y — ull, et uy = argmin,cor [|r — ulf.

La figure 2.11 donne une illustration. On observe la proximité entre la courbe représentant
I’application de la régression isotonique sur les données et celle représentant ’application de la
régression isotonique sur la fonction de régression.

Preuve
D’aprés le Lemme F.1 démontré en Annexe F, on a, pour le terme de biais

nh—>Holo lun —us] =0  p.s.

Par convergence dominée, on déduit pour ’espérance

Jim B [|fun — uy|*] = 0.
Il faut supposer le bruit borné pour avoir la convergence du terme de variance. Par le Lemme
G.1 (cf. Annexe G), on a alors
lim E [||d, — u,[*] =0

n—oo

et I'inégalité triangulaire permet de conclure. (|
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Fig. 2.11 — Régression isotonique sur une fonction non monotone.

2.3.3 Reégression isotonique itérée : controéle de I’erreur d’estimation

En reprenant les notations propres a ’algorithme, nous avons d’aprés la preuve du Théoréme
2.5,

2
lim E |[u() — u(1)||2] =0 et lim E [Hﬂg) 4| =o.
n—oo

n—roo

Pour ce qui est du terme de variance, on a montré au passage (cf. équation (G.5) page 133)
lanalogue pour la norme |.||,

lim E [||a§}> - u;1>||i] = 0.
n—oo

Par ailleurs, le Lemme H.2 de ’Annexe H permet de déduire de la convergence presque siire vers
0 de ||u%1) —uM|| celle de ||u£ll) —uM||,, vers 0. Par convergence dominée, on obtient alors

Jim B [[u? - V2] =0

donc au total
lim E [||a,<}> - u(1)||i} = 0. (2.30)
n—oo
Nous voyons dans ce qui suit comment itérer ces résultats selon 'algorithme backfitting. Nous
détaillons la fin de la premiére étape puis la seconde avant de généraliser. Pour cela, nous manipu-
lons pour k > 1 fixé, les éléments r — u*) et  — b(¥) . Précisons une fois pour toutes que, toujours
d’aprés Anevski et Soulier, ces éléments sont bornés, ce qui justifie I'utilisation des inégalités de
concentration de I’Annexe H.

Fin de la premiére étape Nous montrons tout d’abord que |E [Hf)g) —boM2| = 0.

On a par définition

b = argmin [|r — u™® — b et b = argmin ||Y — a() — b||,,.
beC— beCy
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On introduit les vecteurs de R"™

Y =Y —u® et b = argmin |[|Y — b||,,.
beCr,

Remarquons que
Y = (r—u(l)) +e

et que ~
b = argmin ||(r — uV) + & — b
beC,,

& — b selon le méme schéma que celui suivi

pour montrer le Théoréme 2.5, BS) jouant le role de a;” avec r remplacée par 7 — u()) et la
régression isotonique remplacée par la régression antitonique. D’aprés ce que 'on a dit au début
de cette section, on a en particulier la consistance pour la norme ||.|,. Par ailleurs, la régression

antitonique réduisant les distances, on a

On comprend ainsi que l'on peut étudier ||5

1B — b1, < Y —al) = V|, = 4D —u D],

soit une majoration par un terme dont on a montré qu’il tend en espérance vers 0 (cf. équation
(2.30)).
Ainsi,

B (1500 = bV12] < 2 ¢ {B 150 - bVI2] + B 150 - 5P12] - o.

On peut alors obtenir lim,,_,o, E [||l;$ll) — M) ||2} = 0 via l'utilisation du Lemme H.3 comme pour

la fin de I’étude de la variance a la premiére demi-étape (cf. page 133). A lissue de I'étape 1, on

a donc
E [Ilﬂ(f) B 7,(1)”2] <2 x {]E [Ilﬁg) _ u<1)||2} +E [HE,(;) _ b<1>||2] } —0.

Seconde étape Cette fois, on a

@? = argmin |Y — b)) — u,, et u® = argmin ||r — b — u).
uec;t uelCt

On introduit

Y=Y -0 =(r-—bV)+e et @® = argmin |Y — u||, = argmin ||(r — b)) + & — ul|,..
ueC;t ueCy

On est ainsi ramené a la preuve du Théoréme 2.5 avec r — b1 jouant le role de r et 1122) celui de

). Retenant les résultats de convergence en norme Il on obtient
lim B [[}a® — u®||2] = 0.
lim B\ [Ja;” =[5

De par la propriété de réduction des distances et d’aprés ce qu’on a conclu en fin d’étape 1, on
obtient

E [ — aP|2] < B[y -0 - ((r = D) + 2)[2] < B |50 — V2] 0.
Par conséquent,

E (2 - 2] <2 x {E [|a® - 2] + B [ - a2|2] } - 0
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et par le Lemme H.3, Annexe H page 138, lim,, o E [||ﬁ512) — U(Q)H?} =0.

Selon le méme principe, on montre lim,, o, E [||IA)512) - b(2)||2] = 0 pour conclure

B2 = r@ 2] <2 {B [0 - u®|?] + B [I52 - 6@)?] | - 0.
En itérant le procédé, on montre
V=1 lmE [P - r®)2) <o,
n—0

Autrement dit, & chaque étape, ’'erreur d’estimation tend vers zéro lorsque la taille de I’échantillon
tend vers l'infini.

2.3.4 Conclusion

La Section 2.3.3 a montré que

vE=1 lim B[ - )] =0,

n— oo

Ainsi, pour k = 1, il existe n; tel que pour tout n > n;
E (7 = r M) < r® — 7

donc
E (70 = rll] < 20r® =7l

De méme pour k = 2, il existe ny > n; tel que pour tout n > na,
E 72 = r® ] < r® —ri

donc
B {17~ ril] < 2r® —r].

En itérant sur k, nous construisons de proche en proche une suite (ny)x>1 strictement croissante
telle que pour tout k& > 1 et tout n > ny

B {17 —rl] < 21r® — ).

Puisque par définition fy(lo) = 0, cette propriété peut étre généralisée & k = 0 en convenant que

ng=0cet r0 =,

L’association k +— nj étant strictement croissante, construisons la suite (k,) construite de la
fagon suivante : k, =0sin < nq, k, =1sin; <n < ne, .. La suite k, croit avec n, tend vers
I'infini et 'on a donc pour tout n

B[7) —rll| < 2 —r o,
n—oo

par la proriété de convergence de I’erreur d’approximation. Le Théoréme 2.4 est donc prouvé.



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous voyons la mise en pratique de la régression isotonique itérée. La Section
3.1 montre son application sur des exemples simulés et aborde en particulier la question des
critéres d’arrét. Nous considérons 'arrét par validation croisée et adaptons, & notre cadre, des
critéres d’arrét classiques pour des estimateurs linéaires. Sont également envisagés des critéres
intégrant des contraintes de forme portant sur le nombre de maxima locaux de I'ajustement. En
comparant notre méthode & d’autres lisseurs univariés, nous observons son bon comportement
au niveau des points de discontinuité pour les fonctions présentant des ruptures.

Dans la Section 3.2, nous 'appliquons ainsi a des données réelles issues de la génétique, données
pour lesquelles la détection de ruptures est un enjeu. Les méthodes usuelles sont souvent des
méthodes de segmentation qui nécessitent de fixer de nombreux paramétres. Notre estimateur
étant constant par morceaux, nous choisissons de 1'utiliser comme une méthode de segmentation.
Il semble que I'on obtienne alors, de maniére plus directe, des résultats comparables avec d’autres
méthodes et que des perspectives d’améliorations existent selon la connaissance des données a
traiter.

En Section 3.3, nous nous intéressons a un prolongement naturel de la régression isotonique :
la régression unimodale. 11 s’agit alors d’estimer la localisation du maximum d’une fonction
croissante puis décroissante. D’un point de vue théorique, dans ce cas particulier, nous pouvons
expliciter le résultat de 'application de k itérations de I'algorithme sur la fonction de régression
et montrons que l'intervalle modal de cette fonction résultat contient le mode recherché. Nous
montrons sur quelques cas simulés, comment la méthode peut alors servir de “pré-traitement”
a la régression unimodale usuelle en donnant directement un nombre limité points candidats.
Nous montrons enfin qu’étendre cette idée & la localisation de plusieurs modes semble offrir des
perspectives intéressantes.

3.1 Simulations

Dans cette section, nous étudions le comportement de notre estimateur en I’appliquant sur des
jeux de données simulées. Nous générons des points (2;, ¥;)i=1..., i.i.d. selon le modeéle

Y =7r(X)+e (3.1)

avec r & variation bornée sur [0, 1], e ~ A(0, 02). Nous envisageons 16 fonctions notées 71, - - - , r16.
Elles sont représentées en figure 3.1.
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Six d’entre elles sont unimodales (71, - - - , rg), cing sont bimodales (r7,--- ,r11) et cinq présentent
3 modes (r12,--- ,716). Les situations sont variées dans la mesure ot les fonctions sont plus ou
moins réguliéres et les modes plus ou moins faciles & détecter. Les fonctions 74, rg, 714 présentent
chacune une tangente horizontale en un point qui n’est ni un mode ni un antimode. De plus,
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16 fonctions considérées.

certaines fonctions présentent des points de rupture : rs5, 76, 710, 711, 715 €t T16.

On se place en design fixe avec 1 =0, -+ ,z, = 1 donc

Nous considérons plusieurs tailles d’échantillons (n = 50,100, 200, 500, 1000) et trois niveaux de

bruit :

ot var(r) = = >0 | (r(x;) — 7)? avec 7 = LS r(2). Pour fixer les idées, la fonction ry et

1

var(g) = 0.05 var(r)

var(e) = 0.2 var(r

var(e) = 0.1 var(r)
)

n = 100 points aléatoires sont représentés pour ces trois niveaux de bruit en figure 3.2.
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Fig. 3.2 — La fonction r et les 3 niveaux de bruit (n = 100).

A partir d’un échantillon {(z1,y1), -, (Zn,¥n)}, on construit Pestimateur #. On peut calculer
en chaque point i, I'erreur d’ajustement (r; — 72—)2 et en déduire I’erreur moyenne empirique

. 1o N2
||7“—7“H3L=EZ(H—H)-

i=1

Cette quantité est aléatoire puisqu’elle dépend des points (x;,y;) de léchantillon. En générant
un grand nombre de jeux de données et en recalculant I'estimateur a chaque fois, on obtient une
valeur approchée de I’espérance des erreurs. Pour Npy,.x le nombre total de réplications, I’erreur
quadratique moyenne au point z; (notée MSE; pour “Mean Square Error”) est

Nmax
(ri — fon)’ (3.2)
N=1

1
Nmax

ol 7; v désigne la valeur au point x; de la N°™¢ estimation. Pour I'erreur quadratique moyenne
globale, on a

n

N, n
. 1 1 max 1 R
MSE = E [|r —#[7] = ~ ) MSE; ~ —— {nZ(m - n-,N)Q} :
max

i=1 N=1 i=1

Notre estimateur tout comme ceux auquels nous le comparons peut présenter des effets de bord
assez importants. Aussi n’avons-nous pris en compte que les points du design tombant dans
I'intervalle [0.1,0.9] pour calculer les erreurs. Plutdt que la quantité précédente, nous avons ainsi
calculé

N=1 =1

ny Nmax g
. 1 1 1 X
MSE =E[||r —72,] = - 21 MSE; ~ N § {m E (s — m,N)?} : (3.3)

ou l’indice t sert a préciser que 1’on est dans cet ensemble test et oil les observations tombant dans
[0.1,0.9] sont supposées étre réindexées de 1 & n;. Le design étant fixe, cela revient a travailler
avec environ 80% des données.
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On sait que le fait d’augmenter le nombre d’itérations de notre méthode conduit & interpoler
les données. Ce faisant, comme on 1’a vu dans le chapitre précédent, l'erreur d’approximation
(le biais) diminue. En contrepartie, on s’attend a ce que la variance de l'estimateur augmente
avec le nombre d’itérations. En section 3.1.1, nous revenons sur ces considérations en détaillant
le comportement de notre estimateur. Naturellement, un objectif de cette étude est de discuter
des critéres d’arrét de la méthode. Nous envisageons trois fagons de le faire : une procédure de
validation croisée en section 3.1.2 ; 'application de critéres pénalisés en section 3.1.3 ; ’application
de critéres basés sur la connaissance a priori du nombre de modes de la fonction de régression
en section 3.1.4. Nous comparons enfin notre méthode & d’autres lisseurs univariés classiques
(splines de lissage et polynomes locaux) en section 3.1.5.

Nous avons effectué Ny,.x = 1000 réplications des méthodes. Les simulations ont été effectuées
avec le logiciel libre R. Plusieurs packages permettent de faire de la régression isotonique dont
le package Iso que nous utilisons. En section 3.1.5, nous appliquons aussi aux données des es-
timateurs & noyaux et des splines de lissage. Pour cela nous avons utilisé le package locpol qui
propose une méthode de régression polynomiale locale de degré 1 et la fonction smooth.spline du
package stats qui ajuste une spline de lissage cubique.

3.1.1 Comportement de l'estimateur l.I.R. suivant le nombre d’itéra-
tions.

Dans cette section, nous cherchons & évaluer les termes de biais et de variance lorsque le nombre
d’itérations augmente.

!
Notons #*) = {f%k), XX ,fv(lk)} le vecteur des valeurs ajustées par la méthode |.I.R. aprés k

itérations. La MSE cumule les termes de biais et de variance. Au point ¢, on a la décomposition
suivante :

MSEY =F [(@(’“) - riﬂ ~F {(fg’“) - E[fg'ﬂ]f] + (B[ - sz

_ (k) i 2 (k) 34
= var (ri ) + biais (ri )

Pour évaluer sur des données simulées les quantités en présence dans (3.4), on remplace les
espérances par les moyennes empiriques sur les Ny, réplications. Par exemple :

En effectuant la moyenne des termes de I’équation (3.4) sur les points du design tombant dans
[0.1,0.9], on obtient ensuite une mesure globale de l'erreur sur cette partie test.

La figure 3.3 représente, pour une fonction particuliére, la suite (MSE(k)) sur une grille d’itéra-
tions allant de £ =1 a k = 60.
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Fig. 3.3 - Décomposition biais-variance de #(*) en fonction de k. Exemple de ry; pour n = 100
et pour le 3°™° niveau de bruit.

On retrouve dans les autres cas ce qu’on observe dans ’exemple représenté, a savoir que le biais
décroit avec k alors que la variance augmente. En augmentant encore le nombre d’itérations, on
observe aussi que la somme MSE®) tend vers var(g), ce qui est cohérent avec le fait qu’augmenter
le nombre d’itérations tend a reproduire les données. Le point important, et typique pour ces

courbes, est que la suite (MSE(k)> décroit avant de croitre et présente ainsi un minimum atteint
k

pour un nombre d’itérations que nous notons Kop¢.
Le nombre d’itérations solution de
0.9 9
argmin [/ (r(x) — k) (x)) u(dm)}
kEN 0.1
tout comme celui de

argmin [E
kelN

1 & 2
= (m - f§k)> 1 (3.5)
ng <
i=1

sont bien siir inconnus en pratique puisqu’ils dépendent notamment de la fonction de régression
et de la loi de € qui sont inconnues. En revanche, sur la base de I’ensemble des réplications, pour
une fonction, un niveau de bruit et une taille d’échantillon donnés, on peut en calculer une valeur
approchée. La valeur ko, représentée en figure 3.3 correspond ainsi & une approximation de la
solution de (3.5), pour la fonction 711, pour le premier niveau de bruit et pour n = 100.

Il est intéressant de voir comment varie ce nombre selon les paramétres envisagés. Nous n’avons
pas calculé la valeur de k,p; dans chacun des cas de notre étude mais en figure 3.4 sont repré-
sentées, pour deux fonctions, les valeurs de kop: selon la taille de ’échantillon et le nombre de
points. On observe que k,,: augmente avec le nombre de points et diminue avec la variance de
€. Ajoutons que ce nombre d’itérations a également tendance & augmenter avec le nombre d’ex-
trema locaux de la fonction de régression : une fonction & trois modes sera généralement associée
& une valeur de k,p; plus élevée qu’une fonction unimodale, les tailles d’échantillon et le niveau
de bruit étant par ailleurs égaux.
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Fig. 3.4 — Représentation de k., en fonction de n et du niveau de bruit.

Dans la suite, ce n’est pas kopr qui sert de référence pour mesurer la performance de nos estima-
teurs. Pour chacun des N, ensembles de points, nous calculons

kopt = arginin 1 i (ri — fgk))2 , (3.6)

n
timt

nombre d’itérations qui minimise, sur I’échantillon en question, I’écart aux vrais valeurs et que
I’on peut voir comme une estimation ponctuelle de k,,;. Pour donner une idée de cet ajustement

que nous qualifions d’optimal, nous représentons en figure 3.5 son allure #(kovt) sur un exemple.

0.3
1

0.2

0.0

Fig. 3.5 — Exemple d’ajustement optimal pour un jeu de données simulé pour r1, n = 100 et
3°me piveau de bruit.

Nous voyons maintenant des critéres permettant d’arréter l'algorithme sur la seule base des
données



Applications 65

3.1.2 Validation croisée

La validation croisée est souvent utilisée comme procédure de choix de modéle en régression (cf.
Snee (1977) ou Picard & Cook (1984) par exemple), notamment lorsque ’on ne dispose pas de
gros jeux de données et qu’on ne peut pas en acquérir de nouvelles pour tester les capacités
prédictives de la méthode construite.

Le principe, dit de “data splitting”, consiste a séparer les données en deux ensembles distincts : un
échantillon d’apprentissage sur lequel on construit I’estimateur ; un échantillon de validation qui
sert A tester 'estimateur construit. Plus précisément, on utilise les données (z;, y;) de 'échantillon
d’apprentissage pour construire 'estimateur. On applique cet estimateur pour prédire des valeurs
7; aux points x; de ’échantillon de validation et ’on mesure ensuite ’écart entre les valeurs
prédites et les valeurs réellement observées sur cet ensemble de validation.

Pour éviter que les estimateurs ainsi obtenus aient une variance trop élevée, on peut améliorer la
procédure de la maniére suivante : on sépare I’échantillon en une partition de K sous-ensembles,
chaque sous-ensemble servant tour & tour a tester ’estimateur qui est construit sur la réunion
des K — 1 autres et une moyenne (par exemple) des K erreurs de prédiction étant calculée a fin
de chaque boucle. Ce principe est appelé “K-fold cross-validation” dans la terminologie anglo-
saxonne. Le plus courant (“Leave-one-out cross validation”) est celui ot K = n; dans ce cas,
chacune des valeurs de I’échantillon prise isolément sert tour a tour d’échantillon de validation
pendant que toutes les autres forment 1’échantillon d’apprentissage.

Plusieurs articles discutent les aspects pratiques et théoriques de ces procédures comme Snee
(1977), Efron (1983), Breiman & Spector (1992) ou Wong (1983). On peut aussi citer Kohavi
(1995) et Efron & Tibshirani (1997) pour des améliorations de type “bootstrap” par exemple.
On peut retenir que la “leave-one-out cross-validation” présente un biais faible mais une forte
variance et que de maniére générale, le choix de la procédure est fortement lié au type de données
et aux tailles d’échantillons. Par ailleurs, et c’est surtout cet aspect qui nous concerne, le cofit
opératoire peut s’avérer trés élevé si la méthode de lissage employée est elle-méme cofiteuse.
Pour ce qui nous concerne, si 'on admet que la régression isotonique sur n points se calcule en
n opérations, k itérations de l'algorithme I.I.R nécessitent 2k X n opérations et prendre K = n
pour la validation croisée, multiplie le tout par n. Si 'on choisit & de 'ordre de n, le total est
donc de l'ordre de O(n?). Cette difficulté liée au temps de calcul est d’ailleurs un inconvénient
majeur de cette méthode et dans la pratique, on essaye si possible d’appliquer des critéres plus
économiques comme ceux que nous verrons en section suivante.

La procédure que nous proposons ici s’inspire de ce qui vient d’étre dit. Nous séparons aléatoire-
ment chacun des Ny, échantillons en un échantillon de validation comprenant 5% des données,
le reste constituant 1’échantillon d’apprentissage. Sur 1’échantillon d’apprentissage, nous appli-
quons ’algorithme de régression isotonique itérée sur une grille possible d’itérations allant de
kmax = 50 pour n = 50 & kypax = 150 pour n = 1000. Pour chaque itération k, ’estimateur
#(F) est utilisé pour prédire Y en les z; de Péchantillon de validation. Nous calculons ensuite
Perreur de prédiction sur cet échantillon et retenons l'itération produisant I'erreur de prédiction
la plus faible (en prenant l'intervalle [0.1,0.9] comme référence). Pour une fonction, une taille
d’échantillon et un niveau de bruit donnés, nous disposons ainsi d’une suite de Ny,., itérations
toc [N
notées (k:vc> Nt
Nous analysons plus en détail le comportement de l'estimateur arrété par cette procédure de
validation croisée dans la section suivante en le comparant a celui obtenu par d’autres critéres
d’arrét. Pour se faire une premiére idée, nous représentons sur un exemple la distribution des
valeurs (12:1])\2 — kN

opt en figure 3.6 pour les cing tailles d’échantillon considérées.

)N:1~-Nmax
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On observe (et cela se retrouve dans les autres cas) que le nombre d’itérations est bien souvent
plus grand que le nombre souhaité. Cette tendance au sur-ajustement diminue cependant quand
la taille des échantillons augmente.

3.1.3 Application de critéres pénalisés

Nous voyons maintenant des critéres d’arrét qui résultent d’un compromis biais-variance. Nous
considérons le critére AIC (Akaike Information Criterion, cf. Akaike (1973)), le critére AIC
modifié AICc, proposé par Hurvich et al. (1998), le critére BIC (Bayesian Information Criterion,
cf. Schwarz (1978)) et le critéere GCV (Generalized Cross Validation, cf. Craven & Wahba (1978)).
Pour des lisseurs linéaires, on peut les mettre sous la forme commune

RSSk

k= arginin log ( ) + ¢ (pp). (3.7)

RSS désigne la somme des carrés des résidus :

N

RSS, =Y (i — )’ (3.8)

=1

et ¢ est une fonction croissante du nombre p; de degrés de liberté du lisseur (ddl en abrégé). Ce
nombre contréle la proximité aux données. En régression linéaire, il s’agit du nombre de variables
explicatives donc de la trace de la matrice de projection. Pour un lisseur linéaire, il correspond
a la trace de la matrice de lissage qui augmente lorsque le paramétre de lissage diminue. Dans
(3.7), le premier terme favorise ainsi la fidélité aux données alors que le second la pénalise.

Les fonctions ¢ associées a chacun des quatre critéres mentionnés plus haut sont :

darc(pr) =2
¢prc(pe) = Lrlogn

" 3.9
Sarce(pr) =1+2;255 (3.9)

paov(pr) = —2log (1 —B8).
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La régression isotonique n’étant pas un estimateur linéaire (cf. page 10), ’estimateur de régression
isotonique itérée n’est pas linéaire non plus. Il n’est donc pas possible de faire référence a une
matrice de lissage pour appliquer ces critéres pénalisés. Nous choisissons de prendre comme
nombre équivalent de degrés de liberté le nombre de valeurs différentes (nombre de sauts +1
pour étre plus précis) prises par 'estimateur. Outre le fait qu’il n’est pas contre-intuitif de
considérer que le nombre de sauts est en effet associé a la régularité de l'estimateur (dans le
sens ot plus le nombre est important et plus on est proches des données), nous nous appuyons,
pour motiver ce choix, sur les travaux de Meyer & Woodroofe (2000). Les auteurs introduisent
la divergence de l'estimateur définie par

"9
D= div(s) = 3" 2 i(y)
i=1 Fyi

et qu’ils associent & la dimension effective du modéle. Cette opérateur de divergence correspond
a la trace de la matrice jacobienne de I'application

iso{ R” — R™
y:(y17"'ayn)/ = ’f‘:(,’ﬁlv"'a"qn)/

Ils montrent par ailleurs que dans le cas de la régression isotonique, elle correspond au nombre
de valeurs distinctes dans (f1,---,7,). Ce point a une interprétation assez intuitive si Uon se
souvient que ’estimation 7; au point x; est le résultat d’une moyenne locale autour de ce point.
Reprenons pour comprendre le petit exemple de la page 12 donné en Section 1.1.2 ol

A 1 . . .2 )
fr=1y =g, F3=T4=75=3, e = 2.
On a ainsi
R . 1
7“127“2:5(3114-2/2)7
donc
29 1
Zyﬂ(y):2x—:1
= Yj
De méme 1
7q3=7’A4=7ﬁ5=g(@/:&-ﬂﬂﬁ-y5),
donc
°. 9 1
Z?Ag(y)z?)X*:L
j=3 7Y
et 5
9 fely) =1
Y 6(7!)

Finalement D correspond au nombre de blocs : D = 3.

Pour un lisseur linéaire, puisque la matrice jacobienne est la matrice de lissage, on retrouve avec
cette quantité la trace de la matrice de lissage. De plus, Meyer & Woodroofe (2000) établissent
les deux inégalités suivantes qui généralisent des inégalités classiques vérifiées dans le cas linéaire
et qui renforcent encore ’analogie :

E[|# — r|2] < ~o®E[D] et B[y — 7% < ~0*E[n — D].
n n
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Notons au passage que les auteurs en déduisent que, pour la régression isotonique, IE[D] < Cnl/3
avec C' une constante ne dépendant que de A = (r(z,) — r(x1))/o et qu'ils retrouvent ainsi la
vitesse de convergence de Brunk (1970) pour une fonction lipschitzienne.

Pour renforcer ce choix, notons que la méme idée a été reprise trés récemment par Tibshirani
et al. (2011) qui proposent un estimateur approchant de fagon presque monotone les données. Ils
formalisent en considérant le probléme de minimisation :

n n—1
. 1
Br = aggr}fr{un 3 D i =B+ A (B — Biya)+
eR™ 2oy i=1

ot x4 = max(z,0). Le terme de droite pénalise les paires adjacentes violant la monotonie et le
premier mesure la fidélité aux données. Pour A = 0, la solution interpole les données et pour
A — 00, on obtient la régression isotonique. Entre ces deux extrémes, la solution présente donc
un compromis entre respect de la monotonie et fidélité au données. A A fixé, I'estimateur est
construit sur une variante de I’algorithme PAVA et le choix de A se fait en prenant la encore le
nombre de sauts de l’estimateur comme nombre de degrés de liberté.

La figure 3.7 présente pour les trois niveaux de bruit et pour les différentes valeurs de n, le
nombre de sauts moyen en fonction du nombre d’itérations pour la méthode |.I.R. Est aussi
représenté un “intervalle de confiance” de ce nombre moyen (la moyenne + ’écart-type) obtenu
sur les Ny ax = 1000 réplications.

ler niveau de bruit 2nd niveau de bruit 3eme niveau de bruit

150
150
150

100
100

n = 100

Fig. 3.7 — ddl de l'estimateur |.I.R. en fonction du niveau du nombre d’itérations, pour trois
niveaux de bruit et les valeurs de n. Cas de la fonction r.

On constate que, pour un méme nombre d’itérations, plus le nombre de points est grand et plus
le nombre de sauts produits par I'estimateur est grand. On remarque que, le niveau de bruit
diminuant, le nombre de sauts a tendance & augmenter, le nombre de points et le nombre d’itéra-
tions étant fixés. On peut proposer I'explication suivante : lorsque le niveau de bruit baisse, cela
signifie que les points se rapprochent de la courbe sous-jacente ; imaginons une simple régression
isotonique avec des points aléatoires autour d’une fonction de régression croissante. Si le bruit
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est faible, la suite de points simulés sera elle méme presque croissante conduisant & de nombreux
sauts. Au contraire, si le bruit a un niveau important, la régression isotonique aura tendance
a regrouper plus de points produisant un estimateur prenant moins de valeurs différentes. On
peut imaginer que le phénoméne est comparable lorsque la régression isotonique est itérée. Ces
remarques valent pour les autres fonctions. La comparaison faite entre les différentes fonctions
n’apporte pas d’élément particulier supplémentaire.

Nous voyons maintenant comment ces critéres d’arrét se comportent en pratique. Nous procédons
comme en section précédente, & savoir que pour chacun des Ny ensembles de n points (x;,y;)
et pour chacun des quatre critéres, on calcule le nombre d’itérations minimisant le critére (3.7).
On dispose donc, pour chacun des critéres, d’une suite de Ny, nombre d’itérations retenus, et
ce pour chaque fonction, chaque niveau de bruit et chaque taille d’échantillon donnés. Nous les

notons (I%N ), (lAfN ), (l%N ), (lAcN ), I'indice N allant de 1 & Ny ax. La figure 3.8 représente sur

aicc bic aic gcv
un des cas simulés, la distribution des Npy.x valeurs de rapports /%M-CC / I%Opt, IAcbZ-c / l%opt, lAfm-c / l%opt
et kgev/kopt OU Kopy est défini en équation (3.6).
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Fig. 3.8 — Distribution de & / I%Opt pour les 4 critéres (fonction ry, 3°™° niveau de bruit).

On observe que le critére AICc présente les nombres d’itérations les plus proches de lAcopt. Il produit
semble-t-il assez souvent un nombre trop grand d’itérations sauf quand n = 50. Le critére BIC se
comporte plutdt bien lorsque n > 100 bien que généralement le nombre d’itérations soit inférieur
a l%opt; en revanche il ne semble pas adapté aux petits échantillons. Les critéres AIC et GCV
semblent produire de trop grands nombres d’itérations. Ajo