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I—Présentation d'un exemple

Les données

Individu ht | circ
1 24.25 55
2 24.25 56
3 24.75 56
4 22 52
5 22.75 49
6 20.25 44
7 22.75 53
8 20.25 47
9 20.75 51
10 21.5 61

Au total n = 35 Eucalyptus.
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Régression

|—Présentation d'un exemple

Objectif

1. Expliquer la hauteur par la circonférence

2. Utiliser la hauteur & circonférence — volume
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|—Présentation d'un exemple
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Représentation des mesures pour les n = 35 eucalyptus mesurés.

< conclusion
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Régression

L La modélisation

Le modeéle

yi = Bo + Pixi +¢€i, i=1---,n

1. x; (circonférences) fixées

2. ¢; (erreur due a I'imprécision modéle & mesure) : aléatoire
g; indépendants identiquement distribués N'(0, o)
3. yi (hauteur) : aléatoire

4. BBy, 51 fixes et inconnus
— Bo, f1 a estimer...
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|—L’estimation
|
Le colit

S(Bo, 1) = Y _(vi — Bo — B1xi)?
Objectif

i=1
Minimiser le colt
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Régression
L "estimation

Exemple de droite minimisant le colit

03
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Distances a la droite : colit absolu (pointillés) et distance d'un
point a une droite.
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Régression
L "estimation

Exemple de droite non trouvée
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Cette droite ne minimise pas le coiit (et nous intéresse pas)
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Régression

L L"estimation
|

Le calcul des estimateurs

A A

S(Po, /1) minimum
Que valent fg, 51 ?

On cherche les estimateurs 3y et 31 qui minimisent le coat
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L L"estimation

Le résultat

By = Y. (i = X)yi —¥)
(i —X)?
Bo =7 — Bx,
1 n

n—2

Z [Yi —(Bo+ B1Xi)]2

i=1

(1)

()

(3)
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|—L’ajustemem: et la prévision

L'ajustement linéaire

50 60 70
Circonference
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mamney
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Régression

|—L’ajustemem: et la prévision

La prévision d'une hauteur

1. On me donne une circonférence x*
2. J'estime [y et 51
3. Je redonne la prévision y* = 5y + [f1x*
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Régression

|—Question—Réponses

Que manque t-il ?

Quelle bonne question, que proposez vous comme réponse ?
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Régression

|—Questit:m—Réponses

Que manque t-il ?

Quelle bonne question, que proposez vous comme réponse ?
1. Variabilité/Précision de |'estimation
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Régression

|—Questiv;m—Réponses

Que manque t-il ?

Quelle bonne question, que proposez vous comme réponse ?
1. Variabilité/Précision de |'estimation

2. Le modéle est-il bon?
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Régression
LVariabilite

Echantillon et population

Sondage —enquete

Population

Expériences — mesures

Echantillon

Tirage
Aléatoire

Estimation de parametres
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Régression

L Variabilité
:

Inférence : les enjeux

But A partir de I'échantillon dresser des conclusions
valables pour la population

Moyen tirer profit de I'aléa en utilisant des modéles
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Régression
L Variabilité
L Variabilité, généralités

La précision (la variabilité)

Question
Pourquoi ma prévision est variable ?

Réponse
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Régression
L Variabilite

L Variabilité, généralités

La précision (la variabilité)

Question
Pourquoi ma prévision est variable ?

Réponse
B et (1 sont aléatoires
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Régression
L Variabilité
L Variabilité, généralités

La précision (la variabilité) : illustration

Echantillon 1 Echantillon 2 Echantillon 3
0 1s L2025 10 15 20 25 - 10 15 20 25
o o o
Estimation Estimation Estimation
ﬁg 1.01 ﬁz ~ 1.49 ﬁz ~ 0.825
B ~ 0.499 B1 ~ —0.424 81 ~ 0.669

i

[
Valeurs des estimateurs ﬁl et 52 pour, différents échantil oilgE!}ENV'
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LVariabilite

L Variabilité, généralités

La précision (la variabilité)
3 expériences avec n = 1429 mesures :

illustration 2

ccr; 1 o
8 4
= =
8 4
pente 0.27
24 intercept 8.7
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Régression
L Variabilité
L Variabilité, généralités

Loi du paramétre pente

Avec une infinité d'expériences on a :

densite
40 80 100

20

1 1
0.250 0.255 0.260 0.265
Pente
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Régression
L Variabilité
:

L Variabilité, généralités

La précision (la variabilité) : suite

» Espérance, variance de 30 et 31
» |C de 5p et 1
» IC de y*
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Régression
L Variabilité
L Variabilité de 3y

La variabilité de Bl

» Espérance, variance de 5’1 :
E(f1) = B
W(Bl) =

» 1C 3 95% pour [ :

81 — to.ors(n — 2)4/ V(B1) < B1 < B1 + togrs(n —2)\/V(51)

avec un niveau de ...
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L Variabilité
L Variabilité de 3y

Intervalles de confiance
Sur 50 expériences de n = 1429 données on a :
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Régression
L Variabilité
L Variabilité de &

La variabilité de BO

» Espérance, variance de [ :

E(f) = Bo
0227:1’(;2

n> g (xi —X)?

» 1C a 95% pour [y :

& — to.g75(n — 2)y/ T (Bo) < Bo < Bo + to.ors(n —2)1/ V(o)

avec un niveau de ...
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Régression
L Variabilite

LAugmenter la précision

Variabilité des coefficients

1. Diminuer o2

2. Augmenter Y7, (x; — X)?
» Augmenter n
» Augmenter la dispersion

3. Pour f3g : diminuer >°7_; x?
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Régression
L Variabilite
- Logiciel

Variabilité des coefficients

> modelel <- lm(ht~1+circ,data=eucalyptus)
> summary(modelel)

Call:
lm(formula = ht ~ 1+circ, data = eucalyptus)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.76589 -0.78016 0.05567 0.82708 3.69129

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 9.037476 0.179802 50.26 <2e-16 **x*
circ 0.257138 0.003738 68.79 <2e-16 *xx
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L Variabilite
- Logiciel

Modélisation avec R

> modelel <- lm(ht~circ,data=eucalyptus)
> summary(modelel)

Call:
lm(formula = ht ~ circ, data = eucalyptus)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.76589 -0.78016 0.05567 0.82708 3.69129

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 9.037476 0.179802 50.26 <2e-16 **x*
circ 0.257138 0.003738 68.79 <2e-16 *xx
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L Variabilite
- Logiciel

|C : coefficients et prevision

> confint (modelel,level=0.95)
2.5 % 97.5 %

(Intercept) 8.6847719 9.3901795

circ 0.2498055 0.2644702

> aprevoir=data.frame(circ=c(40,57))

> predict(modelel,newdata=aprevoir,level=0.95,interval="pre
fit lwr upr

1 19.32299 16.96920 21.67678

2 23.69433 21.34010 26.04857
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LVariabilite

L Une prévision

Variabilité d'une prévision
Une prévision
y© = Bo+ pix*
L'objectif (inconnu)

y* = Po+ pix*+eE

Notre but : avoir une différence minimum.
Espérance, variance
1. E(*—y*)=0
o _ 2 1, 2, (xr=x)?
2 V(- y) = (L4 1+ SR
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Régression
L Variabilite
|

[ Une prévision

|C pour une prévision

IC a 95 % pour y* :

9" = toors(n — 2\ V(5 —y*) < y* < 9" + togrs(n — 2)3/ V(* — y*)
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Régression
L Variabilite

[ Une prévision
:

La précision (la variabilité) : prise en compte

25

Hauteur

15
L

50
Circonference
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Régression
|—Qualité du modéle

Le modéle est-il bon?

1. Proposer un autre modéle et comparer
— Test: Fou T

M2 TELENVI

=] = = = E 9DHAE



Régression
|—Qualité du modéle

Le modéle est-il bon?

1. Proposer un autre modéle et comparer
— Test: Fou T

2. Analyser la qualité globale : R?
0<R2<1
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Régression
LQualité du modéle

Le modéle est-il bon?

1. Proposer un autre modéle et comparer
— Test: Fou T

2. Analyser la qualité globale : R?
0<R><1

3. Analyser les résidus :

A

Ei=yi—VYi

Residu=Valeur obervée-Valeur prévue
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Régression
LQualité du modéle

LAjustement du modéle

Qualité du modéle par R?

R2 _ Zl,]:l (.),}l - .)_/)2
> (Vi = ¥)?
Variabilité expliquée / Variabilité totale
» compris entre 0 (pas de lien linéaire) et 1 (lien linéaire)

» comparer les R? de modéles avec le méme nombre de
paramétres.
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LQualité du modéle
L Lien linéaire et test T

Probléme

Question
Est-ce qu'il existe un lien (causal) entre Circonférence et Hauteur?

Méthode
» Sile modéle 0

YI=50+€,‘7 €il;’g (070) i:]-a"'an

est bon alors pas de lien (51 = 0)
> Sile modele 1

iid )
vi=Bo+Pixi+ei, e ~N(0,0) i=1---,n

est bon, alors lien (linéaire) (/51 # 0)

M2 TELENVI
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|—Qualité du modéle
|

L Lien linéaire et test T

Choix de modéles : méthode naive

» Estimation Sy, 51

» Selon la valeur de (37 :

> @1 = 0 alors modéle 0
» (1 # 0 alors modéle 1
Probleéme : (31 variable
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LQualité du modéle
LLien linéaire et test T

Question formalisée

Question (Modéle 0 = Modéle 1)< (81 = 0)
ou
(Modéle 0 < Modele 1) < (81 #0)7

Formalisation pour résoudre le pb

1. Modéle : Régression linéaire simple

iid .
vi=Bo+pixi+ei, e ~N(0,0) i=1--,n

2. Deux hypothéses :
> Ho: ﬂl =0
» Hi:B1#0
But Choisir entre Hg et 1 en faisant le moins d’erreur !
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LQualité du modéle
LLien linéaire et test T

Erreur(s)?

Deux types d’erreurs

1. Erreur de premiére espéce « : Se tromper alors que Hg est vrai.
Cette erreur est choisie par |'utilisateur (en général 5% ou 1%)

2. Erreur de seconde espéce 3 : Se tromper alors que Hg est vrai
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LQualité du modéle
L Test T (de nullité d'un coefficient)

Test T de lien linéaire

1. Modéle : Régression linéaire simple

yi = Bo + Bixi + i, 6:'%/\/’(070) =1

=]

2. Choix d'une erreur de premiére espéce o = 5%
3. Deux hypotheses :

> 7‘[0 . 51 =0
» H1:B1#0
4. Statistique de test (et loi sous Hy)
T = L Her(h-2)
V(p1)

5. Observation de la stat. de test : T
— probabilité critique (p-value)
6. Conclusion M2 TELENVI
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LQualité du modéle
L Test T (de nullité d'un coefficient)

Tests T avec R

> modelel <- lm(ht~circ,data=eucalyptus)
> summary(modelel)

Call:
lm(formula = ht ~ circ, data = eucalyptus)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.76589 -0.78016 0.05567 0.82708 3.69129

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 9.037476 0.179802 50.26 <2e-16 **x*
circ 0.257138 0.003738 68.79 <2e-16 *xx
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LQualité du modéle
L Choix de modeles et test F

Choix de modeéles et question(s)

Question
Est-ce qu'il existe un lien (causal) entre Circonférence et Hauteur?

Réponse

» Sile modéle 0
vi=Bo+ei, €N N@O0) i=1---,n
est bon alors pas de lien
» Si le modéle 1

jid .
yi:BO+BlXi+5ia Eilrl\“j\/’(oao-) I:]-""an

est bon, alors lien (linéaire)
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LQualité du modéle
L Choix de modéles et test F

Choix de modéles : test F

» Choix d'une erreur de premiére espéce o = 5%
» Modéle : Régression linéaire simple
iid .
yi:/BO"i‘BlXi‘ng, i~ (070) I:17"'7n

» Ho : modéle 0 vrai; H1 : modéle 1 vrai
» Statistique de test (et loi sous H)

R? — R? H

F = 1 _9(n-2)_ F(1,n—-2

R (2 B F(L-2)

» Observation de la stat. de test : Fug
— probabilité critique (p-value)

» Conclusion
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|—Qualité du modéle
L Choix de modéles et test F

test F graphiquement

©
(=3
<
=] .
Zone de rejetde H
<3

ol
(=3
eLlt— =
S . . — . .

0 2 4 6 8
Zone d’acceptation F

obs
de H 0
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|—Qualité du modéle
L Choix de modeles et test F
test F graphiquement, probabilité critique
©
e a (=5%)
=
c Probabilité critique
p—value
o
(=]
31, g
0 2 4 6
1::obs
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LQualité du modéle
L Choix de modeles et test F

Conclusion du test F

» Si probabilité critique (p-value) > « (erreur 1°'¢ espéce)
— Ho conservée

» Si probabilité critique (p-value) < « (erreur 1°'¢ espéce)
— Ho repoussée (au profit de H;)
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LQualité du modéle
L Choix de modéles et test F

Test F

On compare 2 modeles

> modele0 <- Im(ht™1,data=eucalyptus)

> modelel <- lm(ht~1+circ,data=eucalyptus)
> anova(modele0,modelel)

Analysis of Variance Table

Model 1: ht 7 1
Model 2: ht ™ 1 + circ
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1428 8857.4
2 1427 2052.1 1 6805.3 4732.4 < 2.2e-16 *xx*
Signif. codes: 0 ‘**x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢
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