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1 Introduction - rappels

Introduction. Les probabilités & 'ENSAI, pourquoi ?

1.1 Deéfinitions - Notations (rappels)

— univers des possibles ou ensemble fondamental €2, épreuves w € €, tribu A sur 2, événements, mesure de
probabilité P sur (€2, .A), probabilité d'un événement A de A P(A),

— expérience aléatoire modélisée par un espace de probabilité (€2, .4, P) (pas nécessairement unique, dépend des
hypotheéses faites sur 'expérience, ou permet d’en poser).

1.2 Exemples

Les grands classiques du pile ou face, du lancé de dé, des boules dans une urne... Expériences aléatoires plus
complexes : sondages, études de fiabilité, durées de vie, ... = Nécessité d’introduire la notion de variable aléatoire.

2 Variables aléatoires réelles

On considére une expérience aléatoire modélisée par un espace de probabilité (€2, A, P).

2.1 Deéfinitions - premiers exemples

Définition 1 (Variable aléatoire réelle) On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) toute application
X : (A P)— (R,B(R)) telle que pour tout borélien B de R (B € B(R)), I’ensemble X 1 (B) = {w € Q, X(w) €
B} appartient a A.

Propriétés immédiates

Une variable aléatoire réelle est une application (2, A, P) — (R, B(R)) telle que pour tout réel b, X ~!(]—oc,b]) € A.
Les propriétés algébriques usuelles ainsi que la composition par une fonction réelle mesurable conservent la notion
de variable aléatoire (ainsi, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles, A un nombre réel, A\X, X +Y, XY,
|X|, VX, 1/X, X", eX... sont des variables aléatoires réelles).

Notation. Si X : (92, 4, P) — (R,B(R)) est une variable aléatoire réelle, I'ensemble X 1 (B) = {w € Q, X (w) €
B} est un événement généralement noté {X € B} et dont la probabilité notée P(X € B) se lit "probabilité que X
soit dans B". L’ensemble B peut prendre diverses formes et on écrit par exemple, P(X = b) au lieu de P(X € {b}),
P(X <b) au lieu de P(X €] — 00,])...

Ces probabilités sont lues "probabilité que X soit égal & b", "probabilité que X soit inférieur ou égal & b"...

Si X1, Xo : (2,4, P) — (R, B(R)) sont deux variables aléatoires réelles, la probabilité P(X (] — o0, b1])N X5 (] —
00, ba])) est notée P(X; < by, Xo < be) et lue "probabilité que X soit inférieur ou égal a by et que X5 soit inférieur
ou égal a by".

Exemples. Exemples liés aux expériences aléatoires ci-dessus. Exemple de I'indicatrice d’un événement.
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2.2 Loi d’une variable aléatoire réelle

La notion de variable aléatoire réelle permet de probabiliser I’espace mesurable (R, B(R)). On a en effet la propo-
sition suivante.

Proposition 1 Soit X : (2, A, P) — (R, B(R)) une variable aléatoire réelle. Alors l'application Px : B(R) — [0, 1]
définie pour tout borélien B de R par

est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

Définition 2 (Loi d’une v.a.r.) La mesure de probabilité Px ainsi définie est appelée loi de probabilité de la
variable aléatoire X .

On dit encore que X suit la loi de probabilité Px, et on peut noter X ~ Px.

Remarques importantes. L’espace (R, B(R), Px) est un nouvel espace de probabilité. De plus, pour toute mesure
de probabilité @ sur (R, B(R)), il existe toujours un espace de probabilité (€2, .4, P) et une variable aléatoire réelle
X :(Q,A P)— (R,B(R)) telle que Px = @ (il suffit de prendre (2, 4, P) = (R, B(R), Q) et pour X 'application
identique de ).

On peut ainsi parler de variable aléatoire X ayant une loi de probabilité Px sans spécifier ’espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel X est définie & la base.

En revanche, il est clair que X n’est pas 'unique v.a.r. telle que Py = Q. Autrement dit, une v.a.r. n’est pas
déterminée par sa loi...

2.3 Fonction de répartition - fonction de masse - fonction de densité
2.3.1 La fonction de répartition d’une v.a.r.

Définition 3 (Fonction de répartition d’une v.a.r.) Si X : (2, A, P) — (R, B(R)) est une variable aléatoire
réelle on appelle fonction de répartition de X la fonction Fx : R — [0,1] définie pour tout x € R par Fx(x) =
Px(] —o0,z]) = P(X < x).

Proposition 2 La fonction de répartition d’une v.a.r. X satisfait les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € R, 0 < Fx(z) < 1.

2. Fx est une fonction croissante, continue a droite en tout point x de R.

3. limg oo Fx(2) =0, limyy 4o Fix(x) = 1.
La preuve est laissée en exercice (pas difficile).

Proposition 3 Pour toute fonction réelle F' d’une variable réelle vérifiant les propriétés 1., 2., 3. de la Proposition
??, il existe une unique loi de probabilité Q@ sur (R, B(R)) telle que F(z) = Q(] — 00, x]) pour tout réel x.

Conséquence : La loi d’une v.a.r. est entiérement déterminée par sa fonction de répartition.

Une preuwve de l'existence. (Importante pour la simulation de certaines v.a.r.) On va montrer que si F' est une
fonction réelle d’une variable réelle vérifiant les propriétés 1., 2., 3. de la Proposition 77, il existe une variable
aléatoire X telle que F' = F.

On considére U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], c’est-a-dire telle que pour tout [a,b] C [0,1],
P(U € a,b]) =b—a.

Cas particulier ot F' est continue et strictement croissante. Dans ce cas, la fonction F' est une bijection de R dans
[0,1], et on peut considérer sa réciproque F~1. Si 'on pose X = F~1(U), alors pour tout réel z,

Fx(z) = P(X <a)
— P(F'(U) <)
< F(x))

Il
o)
-

|
|

X

(
(
(
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Cas général. On définit Pinverse généralisée de F'. On pose ainsi pour tout u € [0,1], F~(u) = Inf{z € R, F(x) >
u}, et on vérifie que pour u € [0, 1],

Flu) <z e F(zr) >
Soit A ={x € R, F(x) > u}. Si xzg € A, et x1 > xp, alors x; € A. Par conséquent, A est de la forme ]a, +o0[ ou
[a, +0o[. Mais si on prend une suite (zy,)ney d’éléments de A qui tend en décroissant vers a, comme F(x,) > u
et F est continue & droite, on a F(a) > u. Donc a € A, et A est de la forme [a, +0o[. F~!(u) est un minimum et
A = [F~Y(u), +oo[. On reprend la fin de la preuve précédente pour conclure.

2.3.2 Fonction de masse et classification des v.a.r.

Définition 4 (Fonction de masse d’une v.a.r.) Si X : (2, 4, P) — (R, B(R)) est une variable aléatoire réelle,
la fonction mx 1 x € R+— P(X = x) est appelée la fonction de masse de X.

On montre & ’aide des propriétés de base des mesures de probabilité que pour tout € R, mx (z) = Fx(z)—Fx(x—).
D’ou la :
Proposition 4 Si X est une v.a.r., alors l’ensemble (noté Dx ) des points de discontinuité de sa fonction de

répartition Fx vérifie Dx = {x, wx(x) > 0}. De plus, cet ensemble est fini ou dénombrable.

Définition 5 (loi diffuse, loi discréte) Si Dx =0, on dit que la loi de X est diffuse.
Si P(X € Dx) =3 ,cp, ™x(z) =1, on dit que la loi de X est discréte (et que son support est Sx = Dx ).

Il est facile de montrer que si a, b € R, P(X ]a,b]) Fx(b) — Fx(a), P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a) + mx(a),
P(X €la,b]) = Fx(b) — nx(b) — Fx(a), P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(b) Fx(a) + mx(a). Donc si la loi de X est
diffuse, P(X €]a,b]) = P(X €la,b]) = P(X € [a,b]) = P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a).

Proposition 5 [l existe des v.a.r. dont la loi de probabilité Q) n’est ni diffuse ni discréte. On peut alors montrer
qu’il existe o €]0,1[, Q1 une loi discréte, Qo une loi diffuse tels que Q = aQ1 + (1 — @)Q2. La loi Q est dite mixte.

Pour la preuve, on renvoie au polycopié de Michel Carbon.

Les v.a.r. de lois discrétes ont été traitées en détail dans le cours de Statistique 1. On s’intéresse ici un peu plus
particuliérement & des v.a.r de lois diffuses particuliéres : les v.a.r. de lois absolument continues (les autres ont des
lois dites singuliéres.)

2.3.3 Loi absolument continue - densité

Définition 6 (V.a.r de loi absolument continue) La loi de probabilité Px d’une v.a.r. est dite absolument
continue si elle absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque .

Théoréme 1 (Théoréme de Radon-Nikodym) La loi de probabilité Py d’une v.a.r. est absolument continue
si et seulement s’il existe une fonction fx positive et intégrable telle que pour tout x € R,

e = [ xOao, o

Définition 7 On appelle densité de la loi Px (ou par abus densité de X ) toute fonction fx qui vérifie (17).

On a les propriétés suivantes :

1. Si (?7?) est vérifice, Fx est presque partout dérivable avec F'y = fx presque partout.

2. Si (?7?) est vérifiée, il est évident que [, fx (t)dA(t) =

3. La fonction fx est unique & une A-équivalence prés.

4. Important en pratique : Si la fonction de répartition F'x admet en tout point de R une dérivée continue, alors
la loi de X est absolument continue. Attention : la réciproque est fausse! Il est seulement garanti que si Px est
absolument continue, alors F'x est continue.

5. Une loi absolument continue est diffuse. Son support est défini par Sx = {z € R, fx(z) > 0}.

Remarque : On a vu que fx est unique & une équivalence par rapport a la mesure de Lebesgue prés. Donc, a une
A-équivalence prés, la fonction fx caractérise la loi.
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Proposition 6 Toute fonction f réelle positive, d’une variable réelle, intégrable (au sens de Lebesgue) et telle que
Jo F@)AX(t) =1, est la densité d’une loi de probabilité.

Une derniére remarque (Last but not least...) : Si Px est absolument continue, pour tout borélien B de R, on a
d’aprés (??), Px(B) = P(X € B) = [z fxd\. Interprétation graphique de la densité & comparer avec
Pinterprétation de I’histogramme d’une loi discréte. Pour une loi Px discréte de support Sx C 7, et toute
partie B de Sy, si p désigne la mesure de comptage sur Z, on a Px(B) = Y _p7x(x) = [gmxdu. On peut
donc regrouper I'étude des lois discrétes et celle des lois absolument continues, en considérant la notion générale
d’absolue continuité vue en cours d’intégration (Statistique 1), et en considérant les fonctions de masse des lois
discrétes comme des densités par rapport a des mesures de comptage. On donnera néanmoins ici, & la suite de
chaque résultat, les différentes expressions dans chacun des cas.

2.4 Espérance mathématique - Moments d’une v.a.r.
2.4.1 Définitions, premiéres propriétés

Pré-requis fondamental : Intégration d’une v.a.r.
Rappel du cours de Statistique 1 : Théoréme de transfert.

On consideére ici un espace de probabilité (2, A, P), et une v.a.r. X définie sur (2, A, P), de loi de probabilité Px.

Theéoréme 2 (Théoréme de transfert) Soit ¢ une fonction mesurable réelle définie sur (R,B(R)). ¢(X) est
P-intégrable si et seulement si @ est Px-intégrable, et l'on a :

| ox@)ar) = [ pdpy).

Q R

Définition 8 (Espérance mathématique) Si X est a valeurs positives ou si X est P-intégrable, on appelle
espérance mathématique de X, notée E[X], l'intégrale de X par rapport a P :

E[X] = /XdP: /QX(w)dP(w) = (Th. de tmnsfert)/R:deX(x).

Remarques.

1. Le théoréme de transfert permet de calculer ’espérance mathématique de X sans connaitre ’espace de probabilité
sous-jacent.

2. L’espérance mathématique vérifie toutes les propriétés de I'intégrale, en particulier la linéarité et la monotonie.
3. Interprétation de E[X] comme indicateur de centralité. On parle souvent de valeur "moyenne" de X...

4.51 A€ A ona P(A) = E[l4].

5. Important : Soit ¢ une fonction mesurable réelle définie sur (R, B(R)). Alors ¢(X) est aussi une v.a.r. définie sur
I'espace de probabilité (€2, A4, P). Par conséquent, si elle est positive ou P-intégrable, elle posséde une espérance,
qui d’aprés le théoréme de transfert, est égale a

EW@N=/¢@MP=Aw@M&@)

Calcul effectif dans le cas d’une v.a.r. de loi discréte ou absolument continue.
1. Si Px est une loi discréte de fonction de masse 7y, de support Sx (Px = Ezesx mx(x)dy), si X est positive
ousi ) o, |zlmx(7) < +o0, alors E[X] existe, et

ElX]= ) arx(x).

rESx

Si ¢ est une fonction réelle mesurable sur (R, B(R)), si ¢ est positive ou si >° g |p(z)|rx(2) < +00, alors
E[p(X)] existe et

Elp(X)] = Y p(z)mx(z).

rESx
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2. Si Px est une loi absolument continue, de densité fx, si X est positive ou si z — |z|fx(x) est A-intégrable,
alors F[X] existe et

BlX] = /R o fx (2)d\(x).

Si ¢ est une fonction réelle mesurable sur (R, B(R)), si ¢ est positive ou si x — |¢(x)|fx(x) est A-intégrable, alors
E[p(X)] existe et

Elp(X)] = / (@) fx ()N (x).

R

Définition 9 Si |E[X]| < +o00, on dit que X a une espérance finie.
Si E[X] existe et E[X] =0, X est dite centrée.
Si E[X] existe, on dit qu’on centre ou recentre X lorsqu’on lui retranche E[X].

On a, de fagon évidente d’aprés les propriétés de Uintégrale, |E[X]| < E[|X]|]. En fait, on a une inégalité plus
générale.

Proposition 7 (Inégalité de Jensen) Si X est une v.a.r. a valeurs dans un intervalle |a,b[, d’espérance finie,
st ¢ est une fonction réelle conveze sur la, b, alors

¢(E[X]) < E[p(X)].

On introduit ici d’autres caractéristiques de la loi de X, qui rendent compte de sa dispersion, par exemple les
moments, ou les moments centrés.

Proposition 8 Soitr, ' € R, 0 <r <1'. Si E[|X["] < 400, alors E[|X|"] < +oc.

Preuve. Pour x > 1, on a " = " < :U’"’, et pour 0 < z < 1, " < 1. Par conséquent, pour tout « > 0, on a
2" < 2" +1. On a donc en particulier | X|" < 1+ |X|"”, et comme E[1 4 |X|"'] = 1+ E[|X|"], le résultat suit par
monotonie de ’espérance.

Définition 10 (Moments) Soit a, r € R. Si X est positive ou si E[|X|"] < 400, on appelle moment d’ordre r
de X le nombre E[X"], et moment absolu d’ordre r de X le nombre E[|X|"].

Si (X — a)" est positive ou si E[|X — a|"] < +o0, on appelle moment centré en a d’ordre r de X le nombre
E[(X —a)"]. Lorsque E[|X|] < 400 et a = E[X], on parle du moment centré de X .

On s’intéresse en particulier aux moments d’ordre 2.

Définition 11 (Variance, écart-type) Le moment centré d’ordre 2 de X est appelé la variance de X, et noté
Var(X) :

Var(X) = E[(X — E[X])?.

Sa racine carrée positive est appelée l’écart-type de X, noté o(X).

Propriétés immédiates.

1. Si a €R, Var(aX) = a?Var(X).

2.5iaeR, Var(a+ X) =Var(X).

3. Var(X) = 0 si et seulement si X est une v.a.r. presque certaine (X = E[X] p.s.).

Définition 12 Si E[X] =0 et Var(X) =1, on dit que X est centrée réduite. Si E[|X|] < +o0 et Var(X) < +oo,
X-E[X]
o(X) -

on dit qu’on centre et on réduit X si l’on calcule

Il résulte de la Proposition 7?7 que si X admet un moment d’ordre 2 fini, alors elle a une espérance mathématique
finie.
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Proposition 9 X a un moment d’ordre 2 fini si et seulement si son espérance mathématique E[X] et sa variance
Var(X) existent et sont finies, et on a :

Var(X) = E[X?] — (E[X])%

Preuve. Si X a un moment d’ordre 2 fini, E[X] est finie et on a (X — E[X])? = X2 - 2XE[X] + (E[X])?, d’ou
Var(X) = E[X?] - (E[X])?. Pour la réciproque, on remarque que si E[|X|] < oo, Var(X) < +o0, comme E[X?] =
E((X - E[X]+ E[X])?] = E[(X — E[X])?] + (E[X])* + E[(X — E[X]) E[X]] = E[(X — E[X])?] + (E[X])? < +oc.

Remarque : cette proposition nous donne une nouvelle méthode de calcul de la variance, souvent plus aisée a
utiliser.

Proposition 10 Si E[X?] < 400, pour tout réel a, E[(X — a)?] > Var(X).
Preuve. 11 suffit d’écrire E[(X — a)?] = E[((X — E(X)) + (E(X) — a))?] et de développer.

Interprétation en termes de dispersion.

2.4.2 Inégalités faisant intervenir les moments

Les moments permettent, comme on I’a dit ci-dessus, de donner une indication sur la dispersion d’une variable.
Cette dispersion peut étre précisée par exemple a l'aide des inégalités suivantes.

Théoréme 3 (Inégalité de Markov) Si X est positive, pour tout réel a > 0,
ElX]

P(X >a)<
a

Preuve. Ona E[X] = fR+ xdPx(x) = f[O,a[ $dPX(x)+f[a7+oo[deX(x), d'ou E[X] > f[a,+oo[deX () >a f[a’+oo[ dPx(x).

Théoréme 4 (Inégalité de Bienaymé-Chebychev) Si E[X?] < +o0, alors pour tout réel a > 0,

< Var(X).

- 2

P(X - B[X]| 2 a) < =2

Preuve. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Markov & la variable aléatoire (X — E[X])2.

Remarque : Ces deux inégalités ont un trés grand intérét théorique. Cependant, I'inégalité de Bienaymé-Chebychev
ne fournit pas en général une bonne majoration de P(|X —E[X]| > a). On verra en TD une autre inégalité découlant
de l'inégalité de Markov, I'inégalité de Chernov, qui en donne une meilleure approximation.

2.5 Meédiane - Quantiles d’une var

L’espérance est-elle toujours le meilleur indicateur de centralité d’une v.a.r.? On verra en TD un exemple ot ce
n’est clairement pas le cas. Il est parfois nécessaire d’étudier la médiane.

Définition 13 (Médiane) On appelle médiane de X tout nombre M tel que
PX<M)>1/2 et P(X>M)>1/2.
Plus généralement, on définit les quantiles de X.

Définition 14 (Quantiles) Pour a €]0,1[, on appelle quantile d’ordre o ou c-quantile de X tout nombre qq, tel
que
PX<gy)>2aetP(X>q,)>1-qa.
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Interprétation graphique. Exemples.

Remarque : Si Fx est la fonction de répartition de X, si F'y 1 désigne son inverse généralisée, alors un quantile
d’ordre o de X est donné par F' il(a). Et en particulier, si F'x est continue et strictement croissante, X admet
pour unique quantile d’ordre « F)}l(a), c’est-a-dire le nombre g, tel que P(X < ¢4) = a.

2.6 Calcul de lois

Dans ce paragraphe, on considére toujours ’espace de probabilité (€2, A, P), et une v.a.r. X définie sur (2, 4, P),
dont on connait la loi de probabilité Px. On cherche ici & répertorier les méthodes de détermination de la loi d’une
variable aléatoire définie comme p(X), ¢ étant une fonction réelle mesurable.

2.6.1 Premiére méthode. Utilisation de la fonction de répartition.

On a vu que la fonction de répartition caractérise entiérement la loi d’une variable aléatoire, donc on peut chercher
a exprimer par exemple F,(x) en fonction de Fix (c.f. exos de TD). Cette méthode est valable pour tout type de
v.a.r. Cependant, lorsqu’on connait le type de la variable (X ), on préfére caractériser la loi par des fonctions plus
explicites (fonction de masse pour une loi discréte, fonction de densité pour une loi absolument continue).

Pour une v.a.r. de loi discréte, la fonction de masse s’obtient & partir de la fonction de répartition tres facilement
(x(z) = Fx(z) — Fx(2—)).

Pour une v.a.r. de loi absolument continue, la fonction de densité s’obtient également & partir de la fonction de
répartition par dérivation fx = (Fx)" A — p.p.

Il est en fait souvent plus facile de déterminer directement les fonctions de masse et de densité sans passer par la
détermination de la fonction de répartition.

2.6.2 Deuxiéme méthode. Détermination directe de la fonction de masse dans le cas d’une loi
discréte.

On cherche ici & exprimer directement P(p(X) = y) pour tout y € ¢(Sx), et on utilise pour cela les propriétés de
base des probabilités.

2.6.3 Troisiéme méthode. Détermination directe de la fonction de densité dans le cas d’une loi
absolument continue.

Cette méthode est basée sur le théoréme suivant.

Théoréme 5 Soit X une v.a.r. dont la loi est absolument continue, de densité f. Alors pour toute fonction réelle
mesurable bornée h, on a

E[h(X)] = /R h(z) f(2)dA(z). 2)

Réciproquement, si pour toute fonction h réelle mesurable bornée, I’équation (7?) est vérifiée, alors f est la densité

de la loi de X.

Il s’agit donc ici de trouver une fonction g telle que pour toute fonction borélienne bornée

Elh(p(X))] = /R h(y)g(y)dA(y).

Par identification, on pourra alors affirmer que g est la densité de p(X).
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Comment trouver cette fonction ?

Un cas simple est celui ou X admet pour densité fxIi, ot U est un ouvert de R, et ot ¢ est un difféomorphisme
de U sur un ouvert V.

On peut en effet écrire, puisque h o ¢ est une fonction réelle mesurable,

Elh(e(X))] = /Rhoso(a:)dPx(x)
— [ M) x@ire)
U
_ /V h(y) fx (o~ )0 ) ldA®w),

la dermiére ligne étant obtenue par le théoréme de changement de variables. Ainsi, la densité de ¢(X) est donnée

par y = fx (e ()™ ") () [Iv ().
Dans les autres cas, on peut toujours découper le support de X en morceaux sur lesquels ¢ est un difféomorphisme,

ou revenir a la premiére méthode...

Exemples.

3 Vecteurs aléatoires

On généralise dans ce chapitre les notions introduites dans le chapitre précédent.

On considére une expérience aléatoire modélisée par un espace de probabilité (2, A, P).

Remarque importante : Par commodité d’écriture, un vecteur (z1,...,2,)" sera noté ici (z1,...,2,) (on ne
précisera pas la transposée) sauf dans quelques cas ou cela sera précisé.

3.1 Définitions - premiers exemples
Pour tout i € {1,...,n} (n € N*), on note m; la projection canonique R"” — R, & = (21,...,Zy) — ;.

Définition 15 (Vecteur aléatoire, variables aléatoires marginales) On appelle variable aléatoire a valeurs
dans R™ ou vecteur aléatoire & n dimensions toute application X : (Q, A, P) — (R™, B(R"™)) telle que pour tout
borélien B de R™ (B € B(R™)), I’ensemble X 1 (B) = {w € Q, X(w) € B} appartient a A.

Si pour tout i = 1,...,n, X; = m(X) est la iéme coordonnée de X dans R"™ (de telle sorte que X = (X1,...,X,)),
X1,..., X, sont des variables aléatoires réelles, appelées variables aléatoires marginales.

Lorsque n =2, X = (X1, X2) est aussi appelé couple aléatoire.

Notation. Si X : (2,4, P) — (R",B(R™)) est un vecteur aléatoire, si B est un borélien de R", I’ensemble
X YB) = {w € Q, X(w) € B} est un événement généralement noté {X € B} et dont la probabilité notée
P(X € B) se lit "probabilité que X soit dans B". Suivant les différentes formes de B, on adopte une terminologie
similaire & celle des variables aléatoires réelles.

Exemples.

3.2 Loi conjointe, lois marginales

La notion de vecteur aléatoire permet de probabiliser I’espace mesurable (R™, B(R™)). On a en effet la proposition
suivante.

Proposition 11 Soit X : (2, A, P) — (R™, B(R™)) un vecteur aléatoire 4 n dimensions. Alors l'application Py :
B(R™) — [0,1] définie pour tout borélien B de R™ par

Px(B) = P(X~'(B)),

est une mesure de probabilité sur (R, B(R™)).
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Définition 16 (Loi conjointe d’un vecteur aléatoire) La mesure de probabilité Px ainsi définie est appelée
loi de probabilité ou loi conjointe du vecteur aléatoire X .
On dit encore que X suit la loi de probabilité Px ou a pour loi conjointe Px, et on peut noter X ~ Px.

Remarques. L’espace (R™, B(R™), Px) est un nouvel espace de probabilité. De plus, pour toute mesure de probabilité
Q sur (R™,B(R™)), il existe toujours un espace de probabilité (£2,.4, P) et un vecteur aléatoire X : (Q, A, P) —
(R™, B(R™)) tel que Px = Q.

Comme pour les variables aléatoires réelles, on peut donc aussi parler de vecteur aléatoire X ayant une loi conjointe
Px sans spécifier 'espace de probabilité (2, A, P) sur lequel X est défini a la base.

La loi conjointe d’un vecteur aléatoire X = (X7,..., X,,) détermine les lois des variables marginales X1,..., X,,.
Proposition 12 La loi conjointe Px du vecteur aléatoire a n dimensions X = (X1,...,Xy) permet de déterminer
les lois (dites marginales) Px,,..., Px, des variables aléatoires marginales X1,...,X,. On a en effet pour tout

borélien B de R, Px,(B) = Px(m; *(B)) (i € {1,...,n}).

Remarque importante : la connaissance des lois marginales ne détermine pas la loi conjointe Px. Tout va dépendre
des "relations" pouvant exister entre les variables marginales X1i,..., X,.

3.3 Fonctions de répartition - densités

Définition 17 (Fonction de répartition conjointe) Si X : (2, A, P) — (R",B(R"™)) est un vecteur aléatoire
a n dimensions, on appelle fonction de répartition conjointe de la loi de probabilité de X ou (par abus) fonction
de répartition conjointe de X la fonction Fx : R" — [0,1] définie par Fx(z1,...,xn) = Px(] — oo, z1] x ... x| —
00, 2,)) = P(X1 < @q,..., Xy <)

Les fonctions de répartition conjointes ne sont pas trés souvent utilisées. On cite donc ici sans les démontrer les
trois propositions suivantes.

Proposition 13 La fonction de répartition conjointe Fx d’un vecteur aléatoire X satisfait les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € R", 0 < Fx(z) < 1.
2. Fx est une fonction croissante, continue a droite en chacun de ses arguments x1,...,Ty,.

3. Fx(z) tend vers 0 lorsque l'un des arqguments x; tend vers —oo, et tend vers 1 lorsque tous les x; tendent
vers +o0.

Proposition 14 La fonction de répartition conjointe caractérise la loi conjointe.

Proposition 15 La fonction de répartition conjointe d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) détermine les fonc-
tions de répartition Fx,, ..., Fx, des variables aléatoires marginales X1, ..., X, (appelées fonctions de répartition
marginales). En effet, pour tout i € {1,...,n},

Fx, (x;) = P(X; <ux;) = lim Fx(x1,...,2y) = Fx(+00,...,+00,z;,+00,...,+00).
T1yeesTi—1,%i41,Tn—>+00
Par commodité d’écriture, on ne considére dans toute la suite de ce paragraphe que des couples
aléatoires (n = 2). Toutes les notions vues ici s’étendent néanmoins aux vecteurs aléatoires a n dimensions (n
quelconque).

Définition 18 (Loi discréte) La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, X2) est dite discréte s’il existe
un sous-ensemble Sy de R? fini ou dénombrable tel que pour tout (x1,72) € Sx, Px(w1,22) > 0 et Px(Sx) =
Z(Ihx?)esx Px(z1,22) = 1. L’ensemble Sx est alors appelé support de la loi conjointe de X .

Remarque : un couple aléatoire a une loi conjointe discréte si et seulement si ses lois marginales sont discrétes.
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Proposition 16 Si X = (X1, X2) est un couple aléatoire de loi conjointe Px discréte, si Sx, désigne le support
de X1, Sx, celui de X, alors Sx C Sx, x Sx, et les lois marginales de X et Xo sont données par :

PXl(«Tl) = Z Px(IL’l,:IZQ) V:cl S SX17 PXQ(.CEQ) = Z PX(xl,LL’Q) V:L’Q € SXQ.

xQESX2 .’E1€SX1

Exemple. On lance successivement trois piéces de monnaie (équilibrées) et on désigne respectivement par X et
Y les variables aléatoires représentant le nombre de faces apparues sur les deux premiéres piéces et le nombre de
piles sur les deux derniéres.

La loi conjointe du couple (X,Y") et les lois marginales de X et Y sont données dans le tableau suivant :

YWX[ 0 1 2
0 | 0 1/8 1/8|1/4
1 |1/8 2/8 1/8]|1/2
2 |1/8 1/8 0 |1/4

1/4 1/2 1/4] 1

Définition 19 (Loi absolument continue) La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, Xs) est dite
absolument continue si elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur (R?, B(R?)).

Théoréme 6 (Théoréme de Radon-Nikodym) La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, X2) est
absolument continue si et seulement s’il existe une fonction fx positive et intégrable telle que pour tout borélien B

de R?,
Py (B) = / /B Fx (1, 29)dA (31 )M (22). (3)

Définition 20 (Densité conjointe) On appelle densité conjointe de la loi Px ou (par abus) densité conjointe
de X toute fonction fx qui vérifie (77).

Une densité conjointe fx vérifie les propriétés suivantes :

1. fng fx(xl,xg)d)\(l‘l)d)\(xg) =1.

2. Si Fx désigne la fonction de répartition conjointe de X,

FX(xl,xg):// fX(azl,wg)d)\(azl)d/\(:zzg).
]—00,z1]X]—00,22]

. . 2
3. Si fx est continue en (x1,x2), alors fx(z1,z2) = %(xl,xg).
4. Si la fonction de répartition Fx est de classe C% sur R?, alors la loi de X est absolument continue et f x (71, 22) =

0*F S L .
B (1, x2). Attention : la réciproque est fausse!

5. A une équivalence prés pour la mesure de Lebesgue sur R?, la fonction fx caractérise la loi conjointe Py.

Proposition 17 Toute fonction fx de R? dans R, positive, intégrable, et telle que
// Fx (w1, w)d\ (1) dA(w2) = 1,
R

est la densité conjointe d’une loi absolument continue sur (R?, B(R?)).

Proposition 18 Sile couple X = (X1, X2) admet une loi conjointe absolument continue, alors ses lois marginales
sont absolument continues et sa densité conjointe détermine les densités des lois marginales (appelées densités
marginales) fx, et fx, de la fagon suivante :

fx (1) = /R Foxaen (@0 22)dA(z), i (22) = /R Fixaen (1, 22)dA (1),
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Preuve : Théoréme de Fubini-Tonnelli.

Exemple. Soit (X,Y’) un couple aléatoire dont la densité conjointe est définie par :

xy/2 si0<y<zr<2
0 sinon.

1. La fonction de répartition du couple (X,Y’) est donnée par les équations suivantes. Si x < 0 ou si y < 0,
F(z,y) =0. S1O<y<x<2 F(z,y) =5 [ v ([ udu) dv = % [} v(? )dv—y(2:c y?).Si0<y<2<um,
F(xz,y) =F(2,y) = E(S—y ).Si0<z<yetz<2 F(r,y) :F(:/v,x) = E' Enfin, siz > 2,y > 2, F(z,y) = 1.
2. Les densités marginales s’obtiennent par exemple par intégration de la densité conjointe : fx(z) = xff]l[m] (x),
et fy(y) = 44— y*)Ijo(y) ou & partir de la fonction de répartition conjointe (plus difficile).

3. On peut calculer par exemple P(Y > X2) P(Y > X?) = [ [ Zlo<y<e<olysppdady = [ [ Flo<o<ilzc < dudy
(faire un graphe), d’ou P(Y > X?) = 3 fo z ([ ydy) do = 1/48.

3.4 Espérance mathématique - Moments d’un vecteur aléatoire

On considére un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) défini sur (2, A, P) de loi conjointe notée Px.

Rappel : Théoréeme de transfert pour les vecteurs aléatoires.

Théoréme 7 (Théoréme de transfert) Soit ¢ une fonction mesurable de (R™,B(R™)) — (R,B(R)). Alors
©(X) est une variable aléatoire réelle P-intégrable si et seulement si ¢ est Px-intégrable, et l'on a :

Elp(X)] —/(p(X(w))dP(w)—/.../ngo(a:l,...,mn)dPX(a;l,...,mn).

Q

3.4.1 Espérance mathématique

Définition 21 (Espérance mathématique) On dit que X = (X1,...,X,,) posséde une espérance mathématique
st ses variables marginales Xy, ..., X, possédent une espérance mathématique, et on note

E[X] = (E[X41],..., E[X,)]).

Les propriétés de ’espérance mathématique pour les vecteurs aléatoires découlent donc directement de celles de
I’espérance mathématique des variables aléatoires réelles. En particulier, on a le résultat de linéarité suivant :

Proposition 19 Si A est une matrice réelle de taille p X n, alors
E[AX] = AF[X].

On utilise les termes de centrage et recentrage comme pour les variables aléatoires réelles.

3.4.2 Variances-covariances

Définition 22 (Variances-covariances) Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) dont toutes les variables mar-
ginales possédent un moment d’ordre 2 (i.e. E[X?] < +oo Vi =1,...,n) est dit du second ordre.

On appelle matrice des moments du second ordre de X la matrice carrée Mx de taille n x n de terme général
mij = E[X;X;].

On appelle matrice des variances-covariances de X la maltrice carrée X x de taille n X n de terme général aﬁ =
E[(X; — E[Xi])(X; — E[X,])] = E[X;X,] — E[X;]E[X;]. azj s’appelle la covariance de X; et X, et on la note
CO’U(Xi, X])

Remarques :

1. L’existence des m; ; et o7 ; est assurée par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
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Théoréme 8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si (X1, X2) est un couple aléatoire, alors
(E[X1X])* < EIXT]E[X3].

2. Les matrices Mx et ¥ x sont des matrices symétriques.
3. Pouri=1,...,n, Cov(X;, X;) = Var(X;) donc les éléments diagonaux de la matrice de variances-covariances
sont les variances des variables marginales.

Définition 23 Un vecteur aléatoire du second ordre est dit réduit si Xx = 1.

Pour les deux propositions suivantes, on précise & nouveau la transposée.
En admettant que 'on définit une matrice aléatoire de la méme facon qu’un vecteur aléatoire, on a le résultat
suivant.

Proposition 20 Si X = (X1,...,X,,)" est un vecteur aléatoire du second ordre,
My = E[XX'],

et
Yx = B[(X — E[X])(X - E[X])].

Des propriétés de linéarité de ’espérance, on déduit la proposition suivante.

Proposition 21 Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire du second ordre et A une matrice réelle de taille
pXxXn,ona

Max = AMx A,
et

Yax = AXx A

Proposition 22 Une matrice symétrique ¥ est la matrice de variances-covariances d’un vecteur aléatoire si et
seulement si elle est positive.

Preuve. On considére un vecteur aléatoire U = (U, ..., U,) de matrice de variances-covariances Yy = I (on verra
aprés le paragraphe sur l'indépendance qu’un tel vecteur existe). On sait que toute matrice symétrique positive ¥
s’écrit sous la forme ¥ = PAP’, P étant une matrice orthogonale (matrice de changement de base), A une matrice
diagonale positive (composée des valeurs propres de ¥). On peut donc introduire $1/2 = PAY2P on AY? est la
matrice diagonale, dont les éléments diagonaux sont les racines carrées positives des éléments diagonaux de A. Le
vecteur X = X120 a pour matrice de variances-covariances 3.

Proposition 23 Soit X un vecteur aléatoire dont la matrice de variances-covariances Yx est inversible.

Le vecteur Y = 2}1/2X est réduit, et le vecteur 2}1/2(X — E[X]) est centré réduit.

3.4.3 Somme de variables aléatoires réelles

Une fois les covariances définies, on peut étudier un peu plus précisément les caractéristiques des sommes de n
variables aléatoires réelles.

Proposition 24 Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire du second ordre.
Alors
E[Xi+...+ X,] = E[Xi]+ ...+ E[X,],

et

Var(Xi+... 4+ Xp) =Y Var(Xi)+ Y Cou(Xy,X;)= > Cov(Xi, X;).
i=1 1<i#j<n 1<i,j<n
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3.5 Corrélation, indépendance

On considére un espace de probabilité (€2, A, P).

3.5.1 Le coefficient de corrélation linéaire
Définition 24 Soit (X1, X2) un couple aléatoire défini sur (2, A, P), du second ordre et tel que Var(X1)Var(Xsz) >
0. On appelle coefficient de corrélation (linéaire) du couple (X1, X2) le nombre
. CO’U(Xl,XQ) . X1 —E[Xl] XQ—E[XQ]
p(X1, X2) = = -
VVar(X1)/Var(Xs) VVar(Xy) /Var(Xs)

Définition 25 Soit (X1, X2) un couple aléatoire défini sur (2, A, P), du second ordre. On dit que X et Xo sont
corrélées si Cov(Xy, X2) # 0, non corrélées si Cov(X1, X2) =0.

Proposition 25 On a |p(X1, X2)| < 1.
Preuve. Inégalité de Cauchy-Schwarz, dont on redonne la preuve dans ce cas particulier. Pour tout A € R,
0 < E[(X1 — E[X1] + AXy — AE[X3))?] = Var(X1) + 2XCov(X1, Xo) + N2V ar(Xy).

On a un trindme du second dégré en A, qui est de signe constant, donc son discriminant est négatif ou nul,
c’est-a-dire Cov?(X1, X3) < Var(X;)Var(Xz) ou encore p?(X1, Xa2) < 1

Proposition 26 Soit (X1, X2) un couple aléatoire défini sur (2, A, P), du second ordre, et tel que Var(X1)Var(Xsz) >
0. Si |p(X1,X2)| =1, alors les variables marginales X1 et Xo sont liées par une relation affine.

Preuve. On reprend l'idée de la preuve précédente (cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz).
On suppose p(X1, X2) = 1. Pour tout A € R,

(Xl ~B[X)] |, Xo— B[X)]

VVar(Xy) * Vv Var(Xs)

En prenant A = —1, on obtient que

2
) =142+ X2 = (1412

X1 — E[X4] _ Xy — E[X5] s
VVar(Xy) VVar(Xz) o
Lorsque p(X1,X2) = —1, on prend A = 1, et on obtient que

X1 - E[Xi]  Xo - B[Xy]

VVar(Xy) Var(Xs) b

3.5.2 Variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s

Rappels : événements indépendants, classes d’événements indépendants.

Deux événements A; et Ay de A sont dits indépendants si P(A; N Az) = P(A1)P(As2).
Soit (A;)ier une suite (finie ou infinie) d’événements distincts. Les événements A;, ¢ € I, sont dits (mutuellement)
indépendants si pour toute collection finie A;,, ..., A;, d’événements distincts, on a

P(Aq, ... As)) = P(As,) ... P(Ai,).

Deux classes d’événements C; et Cy sont indépendantes si pour tout événement A de Cq, et tout événement As de
Co, A1 et As sont indépendants.
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Soit (C;)icr une suite (finie ou infinie) de classes d’événements de A. On dit que les classes C;, i € I, sont
(mutuellement) indépendantes si pour toute suite finie C;,,...,C;, extraite de la suite (C;);cs et pour toute suite
d’événements A;, € C;y, ..., A, €C;,, 0on a

P(A;, ... Ag) = P(As,) ... P(Ai,).

Théoreme : Si les classes (C;);er sont indépendantes et stables par intersection alors les tribus engendrées par les
(Ci)ier sont indépendantes.

Rappel : tribu engendrée par une variable aléatoire ou un vecteur aléatoire X. o(X) = X 1(B(R")).

On peut donc prolonger la notion d’indépendance aux variables et aux vecteurs aléatoires.

Définition 26 Deuz variables aléatoires réelles ou deux vecteurs aléatoires X et Y définis sur (2, A, P) sont
dits indépendants si les tribus o(X) et o(Y') sont indépendantes, ou de fagon plus explicite, lorsque X est a n
dimensions, Y a m dimensions, si pour tout A € B(R"), B € B(R™), on a :

P(X €AY eB)=P(X e AP € B).

Définition 27 Soit (X;)icr une suite de variables ou vecteurs aléatoires définis sur (2, A, P). Les variables ou
vecteurs aléatoires X;, i € I sont dits (mutuellement) indépendants si les tribus engendrées par ces variables ou
vecteurs (o(X;))ier sont (mutuellement) indépendantes, ou de fagon plus explicite, si pour toute suite finie extraite
Xiy, ..., X, , et toute suite finie B, , ..., B;, de boréliens,

P(Xu S Bil,...,Xik S sz) = P(X“ € le)P(sz S sz)

Proposition 27 Soit (X;);c; une suite de vecteurs aléatoires a (m;)ic; dimensions respectivement, définis sur
(Q, A, P), indépendants, et soit pour tout i € I, g; une fonction mesurable de (R™:, B(R™)) dans (RPi, B(RP?)).
Alors les vecteurs aléatoires (g;(X;))ier @ (pi)icr dimensions respectivement sont indépendants.

Preuve. Basée sur I'idée que pour tout i € I, (g; 0 X;)~N(B;) = X; (g, (By)).

7 3

On considére dans toute la suite un vecteur aléatoire a n dimensions X = (Xi,...,X,), de loi conjointe Py,
de fonction de répartition notée Fy. On note Px,,..., Px, les lois marginales et Fx,,..., Fy, les fonctions de
répartition marginales de X1, ..., X,.

Les théorémes suivants donnent des conditions simples pour vérifier que les variables aléatoires réelles X1,..., X,
sont indépendantes.

Théoréme 9 Les variables marginales X1, . .., X,, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si pour tous
réels x1,..., Ty,

P(Xl <x1,...,Xn <:En) :P(X1 Sl‘l)P(Xn an),
ou encore si et seulement si

Fx(afl,...,l‘n) :Fxl(l'l)...,FXn(l'n).

Preuve. Basée sur l'idée que les classes d’événements (X; < x;) sont stables par intersection et que les tribus
engendrées par ces événements sont les o(X;).

Théoréme 10 Les variables marginales X1, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si la loi
conjointe Px est le produit des lois marginales Px,,...,Px,. En conséquence (Fubini), si Bi,..., B, sont des
boréliens de R, et ¢ une fonction réelle Px intégrable, alors

// (1, ..oy xn)dPx (21, ... 2p) :/ / o(x1,...,xn)dPx, (x1)...dPx, (zn).
B1X...XBp By n
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Dans le cas des vecteurs aléatoires de loi absolument continue, on peut montrer a I'aide du théoréme de Fubini-
Tonelli le résultat suivant sur les densités.

Proposition 28 Si les variables marginales X1,. .., X, sont indépendantes, de lois marginales absolument conti-
nues, st l'on note fx,,..., fx, les densités marginales respectives, alors la densité conjointe de X est de la forme :

fx(l'l, . ,.%'n) = le (.%'1) e an(.%'n).

Réciproquement, si le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) posséde une densité conjointe de la forme

fx(xl,. . .,.’L’n) = fl(xl) . fn(xn);

alors les variables marginales X1, ..., X, sont indépendantes, et leurs densités respectives sont égales a une constante
multiplicative prés a fi,..., fn.

Le théoréme (loi produit) ci-dessus permet de montrer les résultats, trés utiles, suivants.

Proposition 29 Soit X1 et X9 deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant des espérances mathé-
matiques. Alors le produit X1Xo admet aussi une espérance mathématique et :

E[X1Xs] = E[X1|E[X3].

Proposition 30 Soit X1 et Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes ayant des moments d’ordre deux
finis. Alors
Cov(Xy,X2) = 0.

On peut retenir que deux variables aléatoires réelles indépendantes sont non corrélées, mais attention : la réci-
proque est fausse. On peut regarder ce contre-exemple : soit X la variable aléatoire de loi Py = %(5,1 +00+91), et
Y = X2 Laloi du couple Z = (X,Y) est donnée par Pz = 3(6_1,1) + 6(0,0) + 6(1,1)), on a E[X] =0, E[XY] =0,
d’ott Cov(X,Y) =0 alors que Y = X2.

On en déduit facilement que la variance d’'une somme de variables aléatoires réelles indépendantes est égale & la
somme des variances.

Proposition 31 Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires réelles, ayant des moments d’ordre deux finis, (mu-
tuellement) indépendantes ou méme seulement deuz ¢ deux non corrélées, alors

Var(Xi+ ...+ Xp) = Y Var(Xy).
=1

3.6 Calcul de lois

On considére dans ce paragraphe un espace de probabilité (£2,.4, P) et un vecteur aléatoire & n dimensions X =
(X1,...,Xy) défini sur (Q, .4, P), de loi conjointe Py, de fonction de répartition conjointe Fly.

Il s’agit ici d’apprendre & déterminer pour une fonction mesurable ¢ : R™ — RP, la loi du vecteur aléatoire (ou si
p = 1, de la variable aléatoire réelle) Y = ¢(X).

3.6.1 Premiére méthode : utilisation de la fonction de répartition conjointe

On cherche ici & exprimer la fonction de répartition Fy de Y en fonction de Fx, en utilisant par exemple le
théoréme de transfert appliqué & une indicatrice :

P(Y1 <yi,-.. ,Yp < yp) = P((p(X) e]—oo,yl]x. . x]—oo,yp}) = / . / ]Icp(x)e]—oo,yl]X...,X]—oo,yp]dPX(xlv R ,a:n).

Sila loi de Y = (X)) est discréte, on peut en déduire la fonction de masse. Si la loi de Y = (X)) est absolument
continue, on peut dériver Fy par rapport a ses p variables et en déduire la densité de Y.
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3.6.2 Deuxiéme méthode : détermination directe de la fonction de masse dans le cas d’une loi
discréte

3.6.3 Troisiéme méthode : détermination directe de la densité dans le cas d’une loi absolument
continue

Supposons que X est & valeurs dans un ouvert U C R".
Supposons tout d’abord également que ¢ est une bijection de U dans un ouvert V de R", ayant des dérivées

partielles continues. On note .Jy, le jacobien de la bijection inverse ¢ = o ! ie. si

(@1, xn) = (Y1 Yn) = (01X, Tn)y ooy (T, -y T)),
wZSD_l : (yla"'>yn) — (1'1,...,1'”) = (wl(yla"wyn)?"'awn(ylv"'ayn))a

01 (Y1,--5yn) 01 (Y1,--,Yn)
o .. D
Jw = det :
3¢n(y17~--,yn) 3wn(y1,--.,yn)
o .. Dy

Si Jy # 0 (sauf éventuellement sur un ensemble négligeable I tel que 1(I) est aussi négligeable), alors ¥ =
(Y1,..., ) = (p1(X1,. .., Xn), ooy on(X1, ..., X)) est un vecteur aléatoire de loi absolument continue, dont la
densité conjointe est donnée par :

fyi, - un) = fx @i, Yn)s o Uy, -y T Ty (Y, - - Yn)-

Ce résultat est basé sur un théoréme d’identification, couplé & un changement de variables sur des intégrales mul-
tiples, comme pour les variables aléatoires réelles.

Supposons maintenant que ¢ : (1,...,2,) € U = (©1(1,...,2n), ..., ¢p(z1,...,2y)) est & valeurs dans RP,
avec p < n. On introduit alors une fonction ¢ : (z1,...,2,) € U — (@1(z1,...,%n), ..., Pn(x1,...,25)) qui
est une bijection de U dans un ouvert V de R" et telle que ¢1 = ¢1,...,0p = @p. On obtient par le ré-
sultat précédent, sous les conditons de régularité adéquates, l'expression de la densité conjointe de @(X) =
(P1( X1y, Xn)s o op( Xy oo, X)), Gpr1 (X, oo, X))y oo, 0 (X, ..., X)), et en intégrant cette densité conjointe
par rapport a ses (n—p) derniéres variables, on en déduit la densité conjointe de (o1 (X1,...,Xn), ..., op(X1,..., X3)).

Dans tous les autres cas, on peut revenir & la premiére méthode.
Exemple : cas d’un changement en polaires.

Autre exemple fondamental : la densité d’une somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes X et
X5, de densités respectives fi et fa, est donnée par le produit de convolution fi* fa(u) = [ fi(u—v) fa(v)dA(v).
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5 Lois usuelles dans R"

5.1 La loi multinomiale

On répéte n fois une expérience a k issues, de probabilités respectives pi,...,px, de fagon indépendante, et on
considére pour tout i = 1,...,k, le nombre X; de réalisations de issue i (parmi les n répétitions).

Définition 28 On dit que le vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xk) suit une loi multinomiale de paramétres (n,p1,...,pk),
et on note X ~ M(n,p1,...,pr). On a

n!

P((X1,. . Xi) = (@1, 3p)) = ————p7" - DRk
T1:e.. Tk
Propriétés.
Les variables marginales X7, ..., X sont linéairement dépendantes par construction : Zle X; = n, et on a bien
. k
str ) pi = 1.
Chaque variable marginale X; suit une loi binomiale B(n, p;).
On a donc E[X] = (np1,...,np), et la matrice de variances-covariances de X est égale a
npi(l—p1)  —npip2 ...  —npipg
—np1ip2 np2(l—p2) ... —npapg
Yx = . . . .
—np1p —npopr ... npr(l —p)

Remarque : Cette matrice X x n’est pas inversible.

La loi multinomiale a toute son importance en statistique. Elle est notamment & la base d’un test trés utilisé en
statistique : le test du Chi-deux.

5.2 Vecteurs gaussiens - loi multinormale

Retour sur la loi gaussienne dans R : Densités, forme des densités, centrage et réduction d’une v.a.r. gaussienne,
quantiles des lois gaussiennes, loi gaussienne dégénérée.

5.2.1 Définitions - Premiéres propriétés

Définition 29 Un vecteur aléatoire de dimension k X = (Xi,...,Xk) est dit gaussien si toute combinaison
linéaire de ses variables marginales a1 X1 + ... + ap Xy est une v.a.r. gaussienne.

Proposition 32 La loi d’un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xk) gaussien est entiérement déterminée par la donnée
de son espérance myx = E[X] et de sa matrice de variances-covariances Xx. On note alors X ~ Ng(mx,Xx).
La fonction caractéristique de la loi Ni(mx,Xx) est donnée par ox(t) = eit'mx o= 3t'St

Proposition 33 Soit X = (X1,...,Xk) un vecteur gaussien. Par définition, les variables marginales X1, ..., Xy
sont des v.a.r. gaussiennes. Mais la réciproque est fausse.

Preuve. On prend X7 ~ N(0, 1), € une variable aléatoire de Rademacher, c’est-a-dire qui prend les valeurs 1 et —1
avec probabilité 1/2, et on pose Xy = €X;. On peut voir que X; et X9 sont des v.a.r. gaussiennes centrées réduites,
mais que X7 + X5 n’est pas une variable gaussienne (notamment, on a P(X; + Xo = 0) # 0!). Par conséquent
(X1, X2) n’est pas un vecteur gaussien.

Proposition 34 Si Xy,..., X sont des v.a.r. gaussiennes indépendantes, alors le vecteur aléatoire X = (Xy,..., Xk)
est un vecteur gaussien.

Définition 30 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X) est dit gaussien centré réduit ou standard si X ~ Ny (0, Iy,).
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Proposition 35 X = (Xi,...,Xy) ~ Nip(mx,Xx) si et seulement si X peut s'écrire X = AY + my, avec
Y ~ Ni(0, 1), A étant de taille k x k, satisfaisant AA" = X x et rang(A) =rang(Xx).
Si X = (X1,...,Xx) ~ Ne(mx,Ex), A une matrice de taille | x k et B € R', alors AX + B ~ Nj(Amx +

B, A¥Xx A"). En particulier, le vecteur E}l/Q(X —myx) est gaussien standard.

5.2.2 Indépendance

Proposition 36 Soit X = (X1,...,Xk) ~ Ni(mx,Xx). Les variables marginales X1, ..., Xy sont indépendantes
si et seulement si Xx est diagonale, autrement dit si et seulement si elles sont non corrélées.

Soit Z = (X1,...,Xp,Y1,...,Y,) un vecteur gaussien. Les vecteurs (X1,...,Xp) et (Y1,...,Yy) sont indépendants
st et seulement s’ils sont mon corrélés.

Preuve. Utilisation de la fonction caractéristique.

Attention : on rappelle que ces propriétés sont fausses dans le cadre général des vecteurs aléatoires! Si on reprend
I'exemple ci-dessus de X1 ~ N (0, 1), et Xo = X7, alors les variables X; et X5 sont non corrélées, mais dépendantes.

5.2.3 Densité
Proposition 37 Soit X = (X1,...,Xy) ~ Ni(mx,Xx). X admet une densité f si et seulement si det Xx # 0,

et on a
1

_ —Lz—mx) 3 (z—mx)
Tlyeo s L) = e 2 X ,
f@ 2 (v2r)k/det Sx
avec x = (1,...,xp).
Preuve. OnayY = 2)_{1/2(X —mx) ~ Ng(0, I), donc ses variables marginales Y7, ..., Y} sont des v.a.r. gaussiennes

centrées réduites indépendantes. Y a donc pour densité

1 1k L2
Y S | Zi: Y;
9(y) 2n)7? e~ 3 2i=1Vi

Il suffit alors d’appliquer la formule du changement de variables. Le jacobien vaut 1/(det Z;C/Q) = (det Xx)~1/2,
ce qui donne le résultat.

Exemple. Cas du vecteur gaussien de dimension 2 et lien avec le coefficient de corrélation linéaire.

Définition 31 Un wvecteur gaussien X dont la matrice de variances-covariances a un déterminant nul est dit
dégénéré.

5.2.4 Vecteurs gaussiens et loi du Chi-Deux

Rappels sur la loi du Chi-Deux.

Proposition 38 $i X = (X1,...,X;) ~ Ni(mx,Xx), avec Xy inversible, alors (X — mx )L (X —mx) suit
une loi du x*(k).

Preuve. 11 suffit ici aussi de voir que 2}1/2()( —mx) ~ Ng(0, I).

Proposition 39 Soit X = (X1,..., Xy) ~ Nx(0, I,).
X'AX suit une loi du x? si et seulement si A est une matrice de projection orthogonale, i.e. A> = A. Le nombre
de degrés de liberté du x> est alors égal au rang de A.
Soit A, B deuz matrices de projection orthogonale. X' AX et X'BX sont indépendantes si et seulement si AB = 0.
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Théoréme 11 (Théoréme de Cochran) Soit X = (X1,...,X;) ~ Ni(0,1Ix). Soit Ay,..., Ay p matrices symé-
triques de taille k x k telles que Y | X' )X = X'X (décomposition de la norme de X au carré). Alors les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

- o rang(Ay) = k.

- Pour tout 1 =1,...,p, X'A;X ~ x?(rang A4;).

- Les X' A; X sont indépendantes.

Application aux projections sur des sous-espaces vectoriels de R”.

6 Conditionnement, espérance et variance conditionnelles

On considére un espace de probabilité (€2, A, P).
Rappel de probabilités de base : probabilité conditionnelle d’un événement par rapport a un autre.

Soit A et B deux événements de (€2, A, P) avec P(B) > 0. On s’intéresse a la réalisation de I’événement A, sachant
que I’événement B est réalisé.

Si A et B sont incompatibles, A ne se réalisera pas, mais si AN B # (), il est possible que A se réalise. Cependant,
I'univers des possibles n’est plus €2 tout entier : il est restreint & B, ce qui jusitife la définition suivante : on appelle
probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

P(ANB)

P(AIB) = =55

L’application A — P(A|B) est une mesure de probabilité sur (€2, .A).
Les événements A et B sont donc indépendants si et seulement si P(A|B) = P(A) (autrement dit la connaissance de
B n’influe pas sur la probabilité de A = vision plus intuitive de 'indépendance), ou si P(A) > 0, P(B|A) = P(B).

Formule de Bayes :
P(A|B)P(B)
P(4)

Formule des probabilités totales : Soit {B;,7 € Z} un ensemble d’événements disjoints tels que 2 = U;cz B;. Alors

P(B|A) =

P(A) =) P(A|Bi)P(By).

€L

On va chercher & étendre cette notion de probabilité conditionnelle. Pour cela, on commence par étudier la notion
d’espérance conditionnelle, qui s’avére étre souvent beaucoup plus utile en statistique (et qui est plus facile a
définir).

6.1 Espérance conditionnelle : le cas général

On considére une variable aléatoire réelle Y définie sur (2,4, P), telle que E[|Y|] < +00, et une sous-tribu S de
A.

On suppose ici que 'on ne s’intéresse qu’aux événements de la sous-tribu S, et on se demande si 'on peut trouver
une version simplifiée de Y, qui résumerait 'information contenue dans Y, sachant que I'on se restreint aux
événements de S.

Définition 32 On appelle espérance conditionnelle de Y sachant § la classe des variables aléatoires Z telles que :
(1) Z est S—mesurable.

(1) Pour tout A€ S, [YIudP = [ ZIodP (ou E[Y14] = E[ZL4]).

On la note E[Y|S].

Une wvariable aléatoire Z qui vérifie (i) et (ii) est appelée une version de l’espérance conditionnelle de Y sachant

S.
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La démonstration d’existence repose sur le théoréme de Radon-Nikodym.

Deux versions de I'espérance conditionnelle de Y sachant S sont égales P-p.s.
Conséquence importante : On confond souvent la classe avec I'une quelconque de ses versions : E[Y|S] est vue
comme une v.a.r. "définie P-p.s.", et c’est le "résumé" cherché de Y.

Dans toute la suite (sauf lorsqu’on parlera de probabilité conditionnelle), on considérera donc E[Y'|S] comme une
v.a.r. (définie P-p.s.), et les (in)égalités seront des (in)égalités P-p.s.

Remarque. Si'Y = (Y1,...,Y,) est un vecteur aléatoire de dimension n, on note E[Y|S] le vecteur aléatoire
(EAIS], .., E]Y|S)).

Les propriétés de ’espérance conditionnelle dans le cas général sont données ici sans démonstration. Elles peuvent
étre démontrées en exercice (voir aussi le livre d’A. Monfort).

Proposition 40 (Propriétés générales de ’espérance conditionnelle)
1. Rappel : E[Y|S] est une v.a.r. S-mesurable, et pour tout A€ S, [ E[Y|S|[adP = [YIsdP.

2. L’espérance conditionnelle posséde les propriétés de positivité et de linéarité : si Y > 0 alors E[Y|S] > 0, et
pour tout (a,b) € R?, si Y1 et Ya sont des v.a.r. intégrables, ElaYy + bY2|S] = aE[Y1|S] + bE[Y2|S].

E[E[Y|S]] = E[Y].

SiY est S-mesurable, alors E[Y|S] =Y.

SiY est S-mesurable, et si Z est une v.a.r. intégrable telle que E[|Y Z|] < +o0, on a E[Y Z|S] = YE[Z|S].
SiS" C S, E[E[Y]|S]|S'] = E[E]Y|S]||S] = E[Y|S'] (on retrouve la propriété 3. avec 8" = {Q,0}).

SiY est 8" mesurable, et si S’ et S sont indépendantes, alors E]Y|S] = E[Y].

Inégalité de Jensen. Si Y prend ses valeurs dans un intervalle I de R, et si ¢ est une fonction convexe sur I
telle que E[|p(Y)]] < +o0, on a

o RS G e

P(E[Y[S]) < E[p(Y)]S].

Si de plus ¢ est strictement convexe, I’égalité a lieu si et seulement si 'Y est S-mesurable.
On peut définir, a partir de ’espérance conditionnelle, la variance conditionnelle.
Définition 33 Si Y admet un moment d’ordre deux, on définit la variance conditionnelle de Y sachant S par :
Var(Y|S) = E[(Y — E[Y]|S])?|S].
On a alors le résultat fondamental suivant :
Théoréme 12 (Variance totale) Var(Y) = E[Var(Y|S)] + Var(E[Y|S]).

6.2 Probabilité conditionnelle - Version réguliére

Définition 34 Si A est un événement de A, on peut considérerY =14 et on définit ainsi la classe P(A|S) comme
E[l4|S], appelée probabilité conditionnelle de A sachant S.

La question qui se pose alors : peut-on pour chaque A € A, choisir dans la classe P(A|S) une version P*(A|S)
telle que pour tout w € Q, P*(.|S)(w) définisse une probabilité sur (€2,.4) et écrire pour toute v.a.r. intégrable Y :

ElY|S] = /QY(w/)dP*(w'|S) P —ps.?
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Définition 35 (Version réguliére) On appelle version réguliére de la probabilité conditionnelle sachant S une
application P\TS A x Q —[0,1] telle que :

(1) Pour tout A € A, P‘E(A, .) est une version de P(A|S).

(13) Pour tout w € €, P‘* (., w) est une mesure de probabilité sur (2, A).

On a alors

E[Y|S] = /QY(w/)dﬂz(w', ) P—p.s.

Probléme : il n’existe pas forcément de version réguliére de la probabilité conditionnelle.
Cependant, on va voir qu'il existe toujours une loi conditionnelle de Y sachant S, et cela suffira pour calculer
E[Y|S], grace au théoréme de transfert.

Théoréme 13 Y étant une v.a.r., il existe une application P;;‘S : B(R) x Q — [0,1] telle que :
(1) Pour tout B € B(R), P;‘S(B, .) est une version de P(Y € B|S).

(13) Pour tout w € Q, P;|S(" w) est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

On a alors pour toute fonction ¢ : R — R mesurable, telle que E[|¢p(Y)|] < 400,

EW0(V)IS] = [ o) s(v,) P~ pes
R
Application au calcul de la variance conditionnnelle.

Preuve de l’exsitence : Théoréme de Jirina (c.f. livre d’A. Monfort ou polycopié de M. Carbon).

Définition 36 (Loi conditionnelle) L’application P{;‘ s est appelée loi conditionnelle de Y sachant S. Pour tout

w € Q, si la mesure de probabilité Py S(., w) est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque, on peut
introduire la densité de probabilité conditionnelle de Y sachant S.

6.3 Conditionnement par une variable aléatoire réelle

Un cas particulier trés important est celui ou la sous-tribu S est la tribu engendrée par une v.a.r. X définie sur
(Q,AP):S=0(X).
On considére une v.a.r. Y définie sur (2,4, P), telle que E[|Y|] < 400, et on suppose que X : (2, 4) — (X, X).

Définition 37 On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X [’espérance conditionnelle de Y sachant la
sous-tribu o(X), et on la note E[Y|X].

Proposition 41 (Lemme de Doob) Pour toute v.a.r. Z o(X)-mesurable, il existe une fonction ¢ : (X, X) —
(R, B(R)) mesurable telle que Z = p(X).

Conséquence directe : Il existe ¢ : (X, X) — (R, B(R)) mesurable telle que E[Y|X] = ¢(X).
Définition 38 Pour tout x € X, [’espérance conditionnelle de Y sachant X = z, est alors définie par
EY|X =z] = ¢(x).
La fonction ¢ est appelée fonction de régression de Y en X.
Proposition 42 Par le théoréme de transfert, on montre que pour tout A € X, [ Yx-14dP = [ p(x)IadPx ().
On reprend les propriétés énoncées ci-dessus dans le cas général, auxquelles on ajoute des propriétés spécifiques.

Proposition 43

1. SiY >0 alors E[Y|X] > 0, et pour tout (a,b) € R?, si Y1 et Ya sont des v.a.r. intégrables, E[aY; +bY3|X] =
aE[Y1|X] + bE[Y>| X].
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2. E[E|Y|X]] = E[Y].

3. Pour toute fonction mesurable ¢ : (X, X) — (R, B(R)) telle que E[|¢p(X)|] < 400, E[¢(X)|X] = ¢(X).

4. Pour toute fonction mesurable ¢ : (X, X) = (R, B(R)), si Z est une v.a.r. intégrable telle que E[|¢p(X)Z|] <
+00, on a E[¢p(X)Z|X] = ¢(X)E[Z| X].

5. Les v.a.r. X etY sont indépendantes si et seulement si pour toute fonction borélienne bornée ¢, E[¢(Y )| X] =
E[(Y)].

6. En particulier, si X etY sont indépendantes, E|Y|X| = E[Y].

7. Inégalité de Jensen. Si Y prend ses valeurs dans un intervalle I de R, et si ¢ est une fonction convexe sur I
telle que E|p(Y)|] < +o0, on a
P(E[Y]X]) < E[p(Y)|X].

Définition 39 Si A est un événement de A, on peut considérer Y = 14 et on définit ainsi la classe P(A|X)
comme E[l4|X], appelée probabilité conditionnelle de A sachant X. Cette classe est vue dans ce cas particulier
comme une classe de fonctions définies sur X.

On s’intéresse ici & I'existence d’une version réguliére, puis d’une loi conditionnelle sachant X.

Définition 40 (Version réguliére) On appelle version réguliére de la probabilité conditionnelle sachant X une
application P& : A x X —[0,1] telle que :

(1) Pour tout A € A, P‘}(A, .) est une version de P(A|X).

(13) Pour tout r € X, P";((,x) est une mesure de probabilité sur (€2, A).

La version réguiliére de la probabilité conditionnelle n’existant pas toujours, la proposition suivante montre que
I'on pourra néanmoins calculer E[Y|X = z], a l'aide de la loi conditionnelle de Y sachant X = x (théoréme de
transfert).

Théoréme 14 Y étant une v.a.r., il existe une application P}"}‘X : B(R) x X — [0, 1] telle que :
(i) Pour tout B € B(R), P;‘X(B, .) est une version de P(Y € B|X).
(1) Pour tout xz € X, P;i'X(.,x) est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

Définition 41 (Lois conditionnelles) L’application P{i'  est appelée loi conditionnelle de Y sachant X, et l’ap-

plication P{;'X(.,x) est appelée loi conditionnelle de Y sachant X = x, et notée P;;|X:z' Pour tout x € X, si la

mesure de probabilité PX*/|X=x est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on peut introduire la

densité de probabilité conditionnelle de Y sachant X = z.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 44 Si ¢ : X x R — R est mesurable, avec E[|¢p(X,Y)|] < +o0,
E[0(X. )X = 2] = [ owy)dP} x_,w) Px s
R
Dans les paragraphes suivants, on considére deux exemples fondamentaux.

6.4 Conditionnement par une v.a.r. discréte

Supposons ici que X est une v.a.r.  valeurs dans (X, X'), et que pour tout z € X, P(X = z) > 0.
D’aprés la définition de la probabilité conditionnelle donnée en rappel, pour tout A € A,
P(AN{X =z})

P(X =x)

PAIX =) =

Heureusement, on peut vérifier que ceci est cohérent avec notre définition de l’espérance conditionnelle sachant
X =z:P(AX =z) = E[l4|X = z].
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De plus, dans ce cas, 'application A — P(A|X = z) est une mesure de probabilité et on en déduit que :

P(Y € B,X = 1)
P(X =x)

Vix=e(B) = P(Y € B|X = 1) =
On obtient ainsi un calcul effectif de I’espérance conditionnelle :

- Si Y est une variable discréte, pour ¢ : X x R — R mesurable, avec E[|¢(X,Y)|] < +oo,

E[¢(X,Y)|X = 2] = Zgbxy (_ X>:x>.

- SiY est de loi absolument continue, on introduit FY|X (y) = P(Y <y|X = z), puis si elle existe, fy|x—.(y) =
F{/‘X +(y). Alors la densité conditionnelle de Y sachant X = z est égale & Jy|x=z et pour ¢ : XX R — R
mesurable, avec E[|p(X,Y)|] < +o0,

Elo(X,Y)|X = o] = /R o(2,y) iy px—a () dy.

6.5 Conditionnement dans le cas d’un couple de loi absolument continue

Soit f la densité conjointe du couple (X,Y), fx la densité de la variable marginale X. La loi de probabilité
conditionnelle de Y sachant X = z est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et sa
densité est donnée par :

fyix=2(y) = Lic(;(’j)) :

On convient qu’en tout point = tel que fx(z) =0, fy|x—,(y) = g(y), ot g est une densité quelconque sur R.
On a alors pour toute fonction mesurable ¢ : R? — R telle que E[|¢p(X,Y)|] < +oo,

El6(X,V)|X = 1] = /R (. 9) Fy 1 x = (9)dy.

6.6 L’espérance conditionnelle comme projecteur
Supposons que Y admette un moment d’ordre 2. On montre le résultat intéressant suivant :

Si Zo minimise [(Y — Z)2dP parmi les v.a. S-mesurables Z, alors Z est une version de E[Y|S].

On considére l'espace de Hilbert L?(2, A, P), muni du produit scalaire (X,Y) = E[XY], et L% le sous-espace de
L?(Q, A, P) défini comme l'ensemble des classes de P-équivalence contenant un représentant S mesurable.

Alors E[Y|S] s’interpréte comme la projection orthogonale de Y sur L%. On peut ainsi retrouver les propriétés de
I'espérance conditionnelle de fagon géométrique (en particulier, théoréme des trois perpendiculaires).

— Intérét en statistique : E[Y|X] vue comme la fonction de X ¢(X) qui minimise [(Y — ¢(X))?dP.

7 Fonctions génératrices, fonction caractéristique
Soit (£2,.A, P) un espace de probabilité, et X une variable ou un vecteur aléaoire défini sur cet espace.

7.1 Variables discrétes a valeurs dans N : fonction génératrice (des moments factoriels)

On suppose ici que X est une v.a.r. de loi discréte, définie sur (2, A, P), a valeurs dans N, de loi Py et de fonction
de masse my.

Définition 42 On appelle fonction génératrice de la loi de X (ou par abus fonction génératrice de X ) la fonction
Gx 15— E[s*] =, oy "mx(n).
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Par une étude classique de séries, on obtient les propriétés de la fonction G x dont on cite ici les plus importantes.
En particulier, on va voir que la fonction génératrice caractérise la loi de X, et qu’elle constitue un outil pratique
de calcul des moments (factoriels), d’étude de I'indépendance ou d’étude de convergence.

Proposition 45 (Premiéres propriétés)

1. La fonction Gx est définie en tout réel s tel que E[sX] < +oo0.

2. La série Y s"mx(n) étant absolument convergente dans l'intervalle [—1,1], Gx est continue sur [—1,1].

3. Gx admet des dérivées de tous les ordres, que l’on obtient comme somme des séries dérivées, pour tout s €]—1,1].

Théoréme 15 La fonction génératrice d’une v.a.r. de loi discréte a valeurs dans N détermine la loi de cette
variable.

Idée de la preuve : On se sert du fait que 'on peut dériver Gx & tout ordre, et que pour tout k € N, Gg];)(O) =
klrx (k).

(*)

Proposition 46 La fonction Gx admet une dérivée a gauche G’ (1) d’ordre k en 1 si et seulement si le moment
factoriel d’ordre k de X défini par E[X(X —1)...(X — k + 1)] existe et est fini. On a alors

EX(X-1)..(X-k+1)]=cP).

En particulier, pour k = 1, E[X] = Gx(1), et pour k = 2, E[X(X —1)] = G%(1), d’ot Var(X) = G%(1) +
Gy (1) — (G (1)*.

La preuve utilise le lemme d’Abel pour les séries. Pour plus de détails, on renvoie a D. Foata, A. Fuchs Calcul des
probabilités.

Proposition 47 Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, de lois discrétes a valeurs dans N, alors pour tout s
(pour lequel Gx 1y (s), Gx(s), et Gy (s) sont définis),

Gx+y(8) = Gx(S)Gy(S).
La preuve est évidente.

Théoréme 16 Soit (Xj)rey une suite de v.a.r. a valeurs dans N de fonctions de masse respectives (Tx, )ken, €t
X une v.a.r. & valeurs dans N de fonction de masse wx. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout n € N, limy_, 400 mx, () = mx(n) (on dit que X}, tend en loi vers X ).

(i7) Pour tout s €]0,1], on a limg_,1 o Gx, () = Gx(s).

7.2 Variables aléatoires réelles quelconques : fonction génératrice des moments

On suppose ici que X est une v.a.r. (quelconque), définie sur (2, A, P), de loi Px.

Dans ce cadre plus général que le précédent, on modifie un peu la notion de fonction génératrice. La nouvelle fonc-
tion ainsi introduite est appelée fonction génératrice des moments. Elle posséde, comme on va le voir, les mémes
propriétés que la fonction génératrice pour les variables de loi discréte a valeurs dans N. Les preuves des résultats
annonceés ici sont plus difficiles, c’est pourquoi on n’en parlera pas, mais on renvoie si nécessaire, & P. Billingsley,
Probability and Measure.

On introduit la fonction gx : u + E[e*X] de la variable réelle u, définie sur I’ensemble des valeurs u pour lesquelles
Ele"X] < +oo0.
Cette fonction est toujours définie en u = 0, et gx(0) = 1.

Définition 43 Si la fonction gx : u +— E[e"X] est définie sur un voisinage ouvert de 0, alors elle est appelée
fonction génératrice des moments de (la loi de) X.
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On peut également introduire une autre fonction, qui aura les mémes applications, et qui par exemple est continue
et bornée sur [0, +o00[ lorsque X est a valeurs positives (et qu’alors gx est continue et bornée sur | — 00, 0]) : la
transformée de Laplace, définie par

Lx(u) = E[e”"X].

Proposition 48 (Premiéres propriétés)

1. Pour a,b € R, gax1s(u) = e gx (au).

2. Sila loi de X est symétrique (c’est-a-dire si X a la méme loi que —X ), la fonction gx est paire.
3. La fonction gx est conveze.

Théoréme 17 La fonction génératrice des moments d’une v.a.r. détermine la loi de cette variable.

Proposition 49 Soit X une v.a.r. admettant une fonction génératrice des moments gx, définie pour tout u dans
un intervalle ouvert Juy, ug[ (u; < 0 < ug). Alors :

- pour tout k € N, E[|X|¥] < +o0,

- pour tout u €] — ug, up|, avec 0 < ug < min(—uy,us),

u? u"

gx(u) =1 +E[X]u+E[X2]§ + ..+ EX"—+...

- pour tout k € N, BE[X¥] = gg?)(()).

Remarque : une v.a.r. qui admet une fonction génératrice des moments admet donc des moments de tous les ordres.
Mais en revanche, une v.a.r. peut admettre des moments de tous les ordres sans admettre de fonction génératrice
(exemple de la loi log-normale). Ainsi, la suite des moments d’une v.a.r. ne détermine pas sa loi! (# cas d’une
v.a.r. de loi discréte a valeurs dans N).

Proposition 50 Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes admettant chacune une fonction génératrice des mo-
ments, alors pour tout u (pour lequel gx+y(u), gx(u), et gy (u) sont définis),

gx+v(u) = gx(u)gy (u).

Attention : La réciproque est fausse. Contre-exemple : un couple aléatoire (X,Y") de densité conjointe définie par
F(@,y) = 2@ y)eo,1]2, 2<y<1/24a ou y<—1/2+a}-

Remarque : Lorsque la v.a.r. X est a valeurs dans N, on préfére utiliser généralement la fonction génératrice (des
moments factoriels) G x, qui, si elle est définie dans un voisinage ouvert de 1, est liée a la fonction génératrice gx
par la relation : gx(u) = Gx(e").

7.3 Fonction caractéristique d’une v.a.r.

Les deux inconvénients majeurs de l'utilisation de la fonction génératrice dans I’étude de la loi de la v.a.r. X sont
les suivants. D’une part, la fonction génératrice gx n’est pas définie pour tout réel u. D’autre part, on ne sait
pas "inverser" cette fonction, en d’autres termes, on ne sait pas retrouver explicitement la loi de X & partir de la
fonction gx seule.

Pour remédier & cela, on utilise une autre fonction, la fonction caractéristique, qui elle sera définie pour tout réel
t, et qui sera "inversible". Cependant, 1'utilisation de cette nouvelle fonction peut sembler plus difficile, puisqu’elle
fait appel a la théorie des fonctions d’une variable complexe.

On considére une v.a.r. X définie sur (2, A, P).

Définition 44 Soit X une v.a.r. On appelle fonction caractéristique de X la fonction px définie comme la trans-
formée de Fourier de sa loi de probabilité, c’est-a-dire la fonction wx définie pour tout réel t par

px(t) = Ele™].
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Si X est une v.a.r. de loi discréte & valeurs dans X, de fonction de masse 7y, alors

px(t) =) mx(z)e™.

zeX

Si X est une v.a.r. de loi absolument continue de densité fx, alors

wx(t) :/Reitxfx(l‘)dﬂf.

Proposition 51 (Premiéres propriétés)
1. px est définie et continue pour tout nombre réel t.
2. px est bornée, et pour tout réel t, |px(t)| < 1.

3. Pour tous réels a et b, p,xp(t) =€

ibt(,ox(at).

4. Si la loi de X est symétrique, px est une fonction réelle paire.

5. Toute combinaison convexe de fonctions caractéristiques est une fonction caractéristique.

Théoréme 18 La fonction caractéristique px détermine la loi de X (d’ou le terme de fonction caractéristique /).
En particulier, si [, [px (t)|dt < +o00, alors X admet une densité fx continue et

fx(x) = % /R ox (et dt.

Sinon, si F'x désigne la fonction de répartition de X, on a toujours :

1 +T —ita __ ,—ith
lim / ox(t)—— "t

Fx(a) — Fx(b) =

T—+00 270 -7 1t

Comme la fonction génératrice des moments, la fonction caractéristique permet un calcul aisé des moments de tous

ordres d’une v.a.r.

Theéoréme 19 Soit X une v.a.r de fonction caractéristique px. Supposons qu’il existe n € N* tel que E[|X|"] <

+00. Alors,

1. px est contintiment dérivable jusqu’a [’ordre n inclus.

3. Lorsque t — 0, px(t)

2. Pour k=0,1,...,n, goglg)(O) = i*E[X*] (en particulier ¢’y (0) = iE[X]).

n it)k n
= S BZ BIXR] + ofJt).

Enfin, on a, pour un couple de v.a.r. indépendantes, le résultat suivant.

Proposition 52 Si X etY sont des v.a.r. indépendantes, alors pour tout réel t,

ox+y (t) = ox(t)py(t).

Attention : 1a encore, la réciproque est fausse. Un contre-exemple est donné par X qui suit une loi de Cauchy, et

Y =X.

Fonctions caractéristiques de quelques lois usuelles

Loi ‘ Fonction caractéristique px (t) ‘
Bernoulli B(p) pe't + (1 —p)

Binomiale B(n, p) (pett + (1 —p))"

Poisson P(\) eMe=1)

Géométrique G(p) peit /(1 — (1 — p)e't)

Uniforme sur [—a,a] | sin(at)/(at)

Exponentielle £(\) A/ (A —it)

Gaussienne N (m, 02) | emte=o"t/2




ENSAI Premiére année IES Statistique 2 : Probabilités générales 2008-2009

7.4 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

On considére maintenant le cas o X est un vecteur aléatoire de dimension n : X = (X1,...,X,). On donne ici
seulement la définition, et quelques propriétés utiles. Pour en savoir plus, on renvoie par exemple & D. Foata, A.
Fuchs Calcul des probabilités.

Définition 45 Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire défini sur (2, A, P). On appelle fonction caractéristique
de X la fonction px définie pour tout vecteur t = (t1,...,t,) € R", par

SDX(t) _ E[ei<t,X>] _ E[ei(t1X1+---+tan)].
Théoréme 20 La fonction caractéristique px détermine la loi de X.

Conséquence : Théoréme de Cramer-Wold. La loi de X est entiérement déterminée par celles de toutes les combi-
naisons linéaires de ses variables marginales.

Théoréme 21 Les v.a.r. X1,...,X, sont indépendantes si et seulement si la fonction caractéristique de X =
(X1,...,Xp) est égale au produit des fonctions caractéristiques de ses variables marginales Xi,..., X,.

Fonction caractéristique de la loi d’un vecteur gaussien N, (mx,YXy)
px(t) = eilmx = 3xt,

8 Convergences des suites de variables aléatoires

8.1 Les différents types de convergence

Une suite (X, )ney de variables aléatoires réelles définies sur (£2,.4, P) étant une suite de fonctions de 2 dans R, il
existe différentes fagons de définir la convergence de (X, )nen vers une constante a € R ou vers une autre variable
aléatoire X définie sur (2,4, P).

8.1.1 Convergence en moyenne d’ordre r > (

Définition 46 Si pour tout n € N, E[|X,|"] < 400 avec r > 0, on dit que :

(1) la suite (X )nen converge en moyenne d’ordre v (ou dans L"(Q, A, P)) vers a si E[|X,, —a|"] — 0 lorsque n
tend vers +o0.

(1) la suite (X )nen converge en moyenne d’ordre r vers X si E[|X,, — X|"] — 0 lorsque n tend vers +o0o0 ou si la
suite (X, — X)nen converge vers 0 en moyenne d’ordre r.

Lorsque r = 2, on parle de convergence en moyenne quadratique.

Remarque : Si (X;,)ney converge vers X en moyenne d’ordre r, cela n’implique pas que le moment E[|X|"] soit
fini, mais s'il l'est, alors E[|X,|"] — E[|X]|"].

8.1.2 Convergence presque siire ou convergence forte

Définition 47 On dit que :

(1) la suite (Xp)nen converge presque sirement vers a s’il existe un ensemble S C 0 de probabilité 1 (P(S) = 1)
tel que pour tout w € S, Xy, (w) — a lorsque n tend vers +0o0. On note alors X, =P a.

(17) la suite (X, )nen converge presque strement vers X s’il existe un ensemble S C Q de probabilité 1 tel que pour
tout w € S, X, (w) = X(w) lorsque n tend vers +oo, ou si X, — X —=P* 0. On note alors X, =P X.

On donne ci-dessous des critéres de convergence presque stire. Ces critéres ne sont donnés que pour la convergence
presque siire vers 0 d’'une suite de v.a.r., mais on en déduira directement les résultats correspondants pour la
convergence presque stire vers X.
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Théoréme 22 La suite de v.a.r. (Xp)ney converge presque sirement vers 0 si et seulement si pour tout € > 0,

P(sup | X;n| > €) = nost00 0.

m>n

Proposition 53 Si pour tout € > 0, la série de terme général P(|X,| > €) est convergente, la suite de v.a.r.
(Xn)nen converge presque sirement vers 0.

Proposition 54 S’il existe v > 0 tel que la série de terme général E[|X,|"] soit convergente, alors la suite de
v.a.r. (Xn)nen converge presque sirement vers 0.

Preuve. Inégalité de Bienaymé-Chebychev.

8.1.3 Convergence en probabilité

Définition 48 On dit que :
(1) la suite (Xn)nen converge en probabilité vers a si pour tout € >0, on a

lim P(|X, —a|l>¢)=0.

n—-4o00

On note X,, =% a.
(17) la suite (Xp)nen converge en probabilité vers X si pour tout e >0, on a

lim P(X, - X|>e) =0,

n—-+00

ou si X, — X =7 0. On note X,, ¥ X.

Theéoréme 23 Si (X, )nen et (Yn)nen sont des suites de v.a.r. qui convergent en probabilité respectivement vers X
etY, et si h: R? — R est une fonction continue en tout point (x,y) de R?, alors la suite des v.a.r. (h(Xn, Yn))nen
converge en probabilité vers h(X,Y).

En particulier, si la suite (Xp)nen converge en probabilité vers X, et si g est une fonction réelle continue en tout
point de R, alors g(X,) =% g(X).

Théoréme 24 Si la suite (X, )neyn converge en probabilité vers X et si P(X =0) =0 alors 1/X,, =7 1/X.

On déduit de ces deux théorémes les propriétés opératoires de la convergence en probabilité.

Les différentes notions de convergence vues ci-dessus peuvent s’étendre aisément au cas vectoriel en considérant
une norme ||.|| sur R” au lieu de la valeur absolue |.|.
8.1.4 Convergence en loi ou convergence étroite

On considére ici toujours la suite de v.a.r. (X, )nen, €t on note pour tout n € N, Fyx, la fonction de répartition de
Xn, ¢x, la fonction caractéristique de X,,, Px,, la loi de X,,, Fx la fonction de répartition de X, ¢x la fonction
caractéristique de X, Px la loi de X.

Définition 49 On dit que la suite (X,)ney converge en loi (ou étroitement) vers X si en tout point x de continuité
de Fx, on a Fx, (z) — Fx(x) lorsque n tend vers +0o0. On note X, —* X.

Remarque : En toute rigueur, on devrait dire que la suite des lois des X, converge en loi ou étroitement vers la loi
de X.

Exemples.

Cette définition de la convergence en loi ne se généralisera pas aisément au cas vectoriel. On donne ici une autre
définition de la convergence en loi qui, elle se généralisera de fagon directe.
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Définition 50 (Définition équivalente) On dit que la suite (X,)ney converge en loi (ou étroitement) vers X
si pour toute fonction f: R — R continue bornée, alors [ fdPx, — [ fdPx.

Théoréme 25 Si pour tout n € N, la loi Px, de la v.a.r. X,, admet une densité fx, par rapport a la mesure de
Lebesgue, si X admet une densité fx, et si pour presque tout x de R, fx, (x) — fx(x), alors X, —* X.

Théoréme 26 (Paul Lévy)

(1) Soit (Xpn)nen une suite de v.a.r. qui converge en loi vers une v.a.r. X. Alors la suite des fonctions caractéristiques
(px, )nen converge vers @x uniformément dans tout intervalle fini [—u,u).

(17) Soit (X )nen une suite de v.a.r. telle que la suite des fonctions caractéristiques (px, )nen converge (simplement)
vers une fonction ¢ continue en 0. Alors ¢ est la fonction caractéristique d’une v.a.r. X et X,, =% X.

Les fonctions caractéristiques fournissent donc un outil trés pratique d’étude de la convergence en loi d’une suite
de v.a.r.

Exemple. Convergence de la loi binomiale B(n,p,) vers la loi de Poisson P(\) lorsque np,, — .

Théoréme 27 Si la suite (X, )nen converge en loi vers X, et si g est une fonction réelle continue en tout point
de R, alors g(X,) —* g(X).

Ces quatre derniéres propositions peuvent se généraliser directement au cas vectoriel.

Theéoréme 28 Si (X, )nen €t (Yn)nen sont des suites de v.a.r. qui convergent en loi respectivement vers X et a,
alors la suite des vecteurs aléatoires (X, Yn)nen converge en loi vers (X, a).

Conséquences : opérations algébriques si Y, =% a (constante).

8.2 Liens entre les différentes convergences

On peut représenter les liens entre les différentes notions de convergence par le diagramme suivant.

Convergence en moyenne d’ordre » =- Convergence en probabilité = Convergence en loi
< (constante a)
f |} (suite partielle)

Convergence presque stre

L’étude de sommes de variables aléatoires indépendantes et de méme loi joue un réle capital en statistique. Les
deux paragraphes suivants donnent des résultats de convergence pour de telles sommes.

8.3 Lois des grands nombres

Considérons le cas simple ou ’'on a des v.a.r. X1,..., X, de loi de Bernoulli de méme paramétre p, indépendantes.
Alors Y ' | X; ~ B(n,p), et I'inégalité de Chebychev nous donne : pour tout € > 0,

¢ 1-—
p <‘Zz;l1 i _p‘ . 8) < p(me) oo 0.

On en déduit par définition que %Xl —Pp.

En fait, ce résultat se généralise a d’autres types de lois, et & des v.a.r. indépendantes deux a deux et non corrélées
deux & deux, ou & la convergence presque sfire.
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8.3.1 Lois faibles des grands nombres

Théoréme 29 Soit (X,,)ney une suite de v.a.r. de méme loi telles que
- B[|X1]] < 400 et les X, sont indépendantes deur o deur,
ou

- B[X?] < +o00 et les X,, sont non corrélées deur a deux.
Alors L":nl X P BXy]

Remarque : En fait, la convergence a lieu en moyenne d’ordre 1 dans le premier cas, en moyenne d’ordre 2 dans le
deuxiéme cas.

8.3.2 Loi forte des grands nombres (Kolmogorov)

Theéoréme 30 Soit (X,)ney une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, telle que E[|X1]] < +oo. Alors
Lo e X))

8.4 Théorémes centraux limites

On a vu que la somme de n v.a.r. indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre p, tel que np, — A
converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre .

Dans le méme ordre d’idée, on peut montrer que la somme de n v.a.r. indépendantes de méme loi de Bernoulli
de parameétre p €]0, 1], aprés centrage et réduction, converge en loi vers une loi normale centrée réduite. C'est le
théoréme de De Moivre - Laplace. En fait, ce résultat se généralise & d’autres lois.

Théoréme 31 Soit (X, )ney une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, telles que E[X?] < +o0.
Alors .
Zi:nl Xi _ E[Xl]

Var(Xy)

NG —£ N(0,1).

Preuve. Utilisation d’un développement limité de la fonction caractéristique.
Remarque : on peut alléger un peu les hypothéses — théoréme de Lindeberg.

Ce théoréme a son pendant vectoriel.

Théoréme 32 Soit (X,)ney une suite de vecteurs aléatoires du second ordre indépendants, de méme loi, d’espé-
rance m, de matrice de variances-covariances Y.
Alors

Vi (B ) e a0

n

Ces deux théorémes disent toute I'importance du role de la loi normale en statistique.



