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Chapitre 1

Introduction

On consideére un phénomeéne aléatoire modélisé par une variable aléatoire X, dont la loi de
probabilité Py est connue a un parametre 0 € © (inconnu) prés. Comme dans le cadre d'un
probleme d’estimation, on dispose d"une observation x de cette variable X (souvent, X est un
n-échantillon (Xj, ..., X,) d'une variable aléatoire parente et x = (x1, ..., x,) est 'observation
de cet échantillon, ou bien X = (Y,Z), ou Y = (Yy,...,Yy,) et Z = (Z4,...,Z,,) sont deux
échantillons indépendants et x = (v, z) est ’observation de ces échantillons).

Dans le cadre d"un probléme de test qui nous intéresse ici, on dispose en outre d’informations
laissant penser a priori que le parametre 6 appartient a un sous-ensemble @y de ©, et on
cherche a valider ou invalider cette hypothese sur la base de 1’observation x.

1.1 Problémes de tests

1.1.1 Modeles statistiques : rappels

Définition 1 (Modele statistique). Le modeéle statistique correspondant a la variable X est défini
par le triplet (X, A, {Poloco), oit X est I'ensemble des valeurs possibles de I'observation x de X, ‘A est
une tribu sur X, Pg est la loi de X, dépendant d'un parametre 0, inconnu, supposé appartenir a un
ensemble © fixé.

Définition 2 (Modele identifiable). Le modele statistique (X, A, {Pgloco) est dit identifiable si
I'application O v~ Pg est injective.

Définition 3 (Modele paramétrique/non paramétrique). Le modele statistique (X, A, {Poloco)
est dit paramétrique si ® C RY pour d € N*, non paramétrique sinon.

1.1.2 Hypothese nulle pas si nulle, hypothése alternative

Définition 4 (Hypothese statistique). Faire une hypothése statistique sur le parametre O consiste
a se donner un sous-ensemble Oy de O, et a énoncer que O appartient a ©;. L'hypothese s’écrit alors
(Hs) : 0 € ©s.

Définition 5 (Probleme de test, hypothese nulle/alternative). Se poser un probléme de test
consiste d :

1. Considérer deux hypotheses (Ho) et (Hy), appelées respectivement hypothése nulle et hypo-
thése alternative, correspondant a des sous-ensembles disjoints O et ©1 de ©.
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2. Chercher a décider, sur la base de I’observation x, laquelle des deux hypotheses (Ho) et (Hp)
est vraie.

On dit alors qu’on teste (Hp) : 0 € ©g contre (Hy) : 0 € O;.
Accepter (Hy) revient a décider que (Hy) est vraie, rejeter (Ho) au profit de (Hy) revient a décider que
(Hq) est vraie.

Exemple courant et historique : X = (Xj, ..., X;;) est un échantillon d"une loi d’espérance 0,
modélisant la difference entre une quantité mesurée avant un événement, et la méme quantité
mesurée apres cet événement. On teste I'hypothese nulle (Hp) : 0 € ©g = {0} (absence d’effet
moyen de 1’événement) contre 1’hypothese alternative (H;) : 0 € ®; = ©\{0}, ou encore
(Hp) : 6 =0contre (Hy) : 6 #0.

Cet exemple est a I’origine de la dénomination de '’hypothese nulle... qui n’est en fait pas si
"nulle", par le role privilégié qui lui est attribué.

Dissymétrie des hypotheses

En théorie des tests classique issue du principe de Neyman et Pearson, les hypotheses nulle
et alternative ne jouent pas des roles symétriques. (Hp) est 'hypothése que 'on privilégie,
dans le sens ou elle est présumée vraie tant que 1’observation x ne conduit pas a la rejeter
au profit de (H;). L'analogie entre un probléme de test d’hypotheses et un proces d’assises
peut aider a comprendre. Dans un proces d’assises, tout suspect est présumé innocent tant
qu’on n’apporte pas la preuve de sa culpabilité, preuve qui doit de plus s’appuyer sur des
éléments matériels. De la méme fagon, dans un probleme de test de (Hp) contre (H;), (Hp)
est présumée vraie tant qu'on n’apporte pas de preuve (x constitue les éléments matériels
ici) contre elle au profit de (H;). Donc, accepter (Hp), c’est seulement dire qu’on n’a pas pu,
au vu de I'observation x, la rejeter au profit de (H;). Accepter (Hp), c’est "acquitter faute de
preuve". On préférera donc souvent dire dans ce cas que 1'on ne rejette pas (Hp) au profit de
(Hy).

Différentes formes d’hypotheses

— Hypotheses simples : ©g = {0p} et ©1 = {01}, i.e. (Hp) : O = Og contre (H;) : 0 = 0;.
Exemples dans des cadres paramétriques et non paramétriques.

— Hypothése simple contre hypothése composite : @y = {Op} et ©; contient au moins
deux éléments. Par exemple, dans le cas o © = R,

1. ©g = {Op} et ©1 = R\{Op}, i.e. (Hp) : O = Oy contre (H;) : O # Op. Le probleme de
test est dit bilatere.

2. Oy = {6y} et ®1 =]y, +0[, 1.e. (Hy) : 0 = Oy contre (H1) : 6 > Oy, ou Oy = {6} et
O =] —00,0p[,i.e. (Hy) : 0 = Oy contre (Hy) : 6 < 0. Le probleme de test est dit
unilatere.

Exemples des tests non paramétriques d’adéquation a une loi.
— Hypotheéses composites : @y et ©; contiennent au moins deux éléments. Par exemple,
danslecasou ® = R,

1. @0 =] — 09, 90] et @1 :]90, +oo[, ie. (H()) 0
©¢ = [Op, +0[ et @1 =] — 0,0, i.e. (Hy) : 6O
probléme de test est dit unilatere.

contre (Hy) : 6 > 6y, ou

< 6g
> 0 contre (Hy) : 0 < 6y. Le
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2. ©y =[01,02] et ©1 =] — 00,01[U]O,, +0[. Le probleme de test est dit bilatere.

Exemples des tests paramétriques de comparaison.
Exemples des tests non paramétriques d’appartenance a une famille de lois.
Exemples des tests non paramétriques d’indépendance.

1.2 Exemple a boire sans modération

Le ministere de la santé étudie régulierement la nécessité de prendre des mesures contre
la consommation d’alcool, et I'efficacité de telles mesures. L'INSEE fournit a cet effet no-
tamment des données annuelles sur la consommation moyenne d’alcool par personne et
par jour. En janvier 1991, la loi Evin limite la publicité pour les boissons alcoolisées, et une
campagne de publicité "Tu t'es vu quand t’as bu ?" est lancée en parallele. La consommation
moyenne d’alcool pur” par personne de plus de 15 ans et par jour (en g) est supposée suivre
une loi gaussienne N(m,02) avec ¢ = 2. En 1990, avant la loi Evin, m est supposée égale a
35. Le ministere juge qu’un objectif immédiat a atteindre est que m passe de 35 a 33. Sur
'observation des consommations moyennes d’alcool pour les années 1991 a 1994 comprises,
le ministere se fixe la regle de décision suivante : si la moyenne des consommations d’alcool
par personne et par jour sur ces 4 années est supérieure au seuil de 34.2, les mesures prises
sont jugées inefficaces.

* 10 grammes d’alcool pur correspondent a un verre de boisson alcoolisée servi dans un café
soit a peu prés 10 cl de vin a 12,5 degrés, 25 cl de biére a 5 degrés, 6 cl de porto a 20 degrés
et 3 cl de whisky ou autre spiritueux a 40 degrés.

Questions.
— Quels sont les risques associés a cette régle de décision arbitraire ?
— Peut-on se donner des criteres objectifs pour fixer un autre seuil que 34.27?

1.2.1 Probleme de test envisagé

Soit X = (X1, X2, X3, Xy) la variable aléatoire modélisant la consommation moyenne d’alcool
pur par personne de plus de 15 ans et par jour au cours des années 1991 a 1994, et x =
(x1,x2,x3,x4) 'Observation de cette variable.

On suppose (méme si cela peut étre critiquable) que la loi de X est de la forme Py = N (0O, 4)®4
avec O parametre inconnu (60 = m € © =]0, +ool).

On souhaite, au vu de 'observation x, trancher entre les deux hypotheses 6 = 33 ou 6 = 35.
On privilégie ici 'hypothése O = 33 dans le sens ot elle est présumée vraie tant qu’on n’a
pas d’éléments pour lui préférer '’hypothese 0 = 33, i.e. on ne souhaite pas la rejeter a tort.
On veut donc tester (Hy) : 6 = 33 contre (H1) : 0 = 35.

1.2.2 Regle de décision et risques associés

La regle de décision retenue par le ministere se traduit de la fagon suivante :
-Si 1Y, x> s, on rejette (Ho) au profit de (Hy).
- Si }I 2?21 x; < s, on ne rejette pas (Hp) au profit de (Hj).
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Le seuil s est ici fixé arbitrairement a 34.2.

Chacune des décisions possibles a pour conséquence une erreur éventuelle :
— Décider que les mesures n’ont pas été efficaces (rejeter (Hp) au profit de (H;)) alors
qu’elles I'ont été (alors que (Hp) est vraie), et prendre de nouvelles mesures.
— Décider que les mesures ont été efficaces (accepter ou ne pas rejeter (Hp) au profit de
(H1)) alors qu’elles ne 1'ont pas été (alors que (H;) est vraie), et ne rien faire.

Le modele statistique posé rend possible le calcul des probabilités ou risques associés a ces
deux erreurs.
Soit ar la probabilité de rejeter (Hp) au profit de (Hp) alors que (Hp) est vraie.

4
1
a = Pz3 ({x = (X1, X2, X3, X4), 1 Z X > 34.2}}

i=1

que l'on notera P33 (}1 Zil X; > 34.2), posant que X suit ici la loi P33 = N(33, 4)® 4,
Lorsque X suit la loi Pa3, Yi, X; = X suit la loi N(33,1), et (X —33) ~ N(0,1). On a donc

a=P(N >34.2-33),
ou N ~ N(0,1), et finalement, si F désigne la fonction de répartition de la loi N(0, 1),
a=1-F(1.2)=0.1151.

De la méme fagon, on peut calculer la probabilité § de ne pas rejeter (Hp) au profit de (H;)
alors que (Hj) est vraie :

B = P35(X < 34.2) = F(34.2 — 35) = 0.2119.

Ces probabilités ne sont pas équivalentes, la deuxieme étant supérieure a la premiére.

On a donc ici controlé en priorité le risque de décider que les mesures n’ont pas été efficaces
(rejeter (Ho) au profit de (H;)) alors qu’elles 'ont été (alors que (Hp) est vraie).

Sil’on souhaite maintenant que ce risque ne dépasse pas une valeur bien précise, par exemple
0.05, un seuil s différent de 34.2 doit étre choisi.

Sachant que P33(X > s) = 1 — F(s — 33), et que le 0.95-quantile de la loi N(0,1) vaut 1.645,
s = 34.645 convient. On aura ainsi P33 (X > s) = 0.05.

Il est & noter que le deuxiéme risque vautalors § = P35 (X < 34.645) = F(34.645-35) = 0.3613.

Cet exemple va nous permettre de définir la notion de test statistique (non randomisé), ainsi
que les notions qui s’y rattachent.
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Tests statistiques : premieres pierres et
construction

2.1 Tests statistiques (non randomisés)

Définition 6 (Test statistique (non randomisé), région de rejet ou critique). Un test statistique
(non randomisé) consiste en une partition de X en deux ensembles : I'ensemble des valeurs possibles
de x conduisant au rejet de (Ho) au profit de (Hy), noté Ry, et appelé région de rejet ou région
critique du test, et son complémentaire dans X qui correspond a I’ensemble des valeurs possibles de
x ne conduisant pas au rejet de (Ho) au profit de (Hy).

Exemple de la Section 1.2 : le test considéré par le ministere correspond a Ry, = {x, ¥ > 34.2},
celui considéré ensuite a Ry, = {x, X > 34.645}.

Un test statistique (non randomisé) est donc caractérisé par sa région critique, ou encore par
la fonction indicatrice de sa région critique.

Définition 7 (Fonction de test (non randomisé)). On appelle fonction du test (non randomisé)
de région critique R la statistique ¢ de X dans {0, 1}, telle que p(x) = 1si et seulement si x € Rpyy).
Autrement dit, si ¢(x) = 1, on rejette (Ho) au profit de (Hy), et si p(x) = 0, on ne rejette pas (Hp) au
profit de (Hy).

Remarques.
— On peut voir ¢(x) comme la probabilité de rejeter (Hp) au profit de (H;) avec le test ¢
a partir de ’observation x.
— Un test statistique étant entierement caractérisé par sa fonction de test, on confondra
souvent les deux dénominations.

Définition 8 (Statistique de test, valeurs critiques). La région critique d'un test s’écrit en général
sous l'une des formes suivantes : R(gy) = {x, T(x) < s}, Rn,) = {x, T(x) > s}, Ry = {x, [T (x)| > s},
Ry = %, T(x) < s1} U {x, T(x) > s2}, ou Ry = {x,T(x) € [s1,82]} (51 < s2), oir T est une
statistique sur X appelée statistique de test, et oil s, sy et s, sont appelées les valeurs critiques du
test.

Exemple de la Section 1.2 : T(x) = X est la statistique des tests considérés, s = 34.2 puis
s = 34.645 sont les valeurs critiques des tests considérés.
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2.2 Erreurs et risques de décision

Prendre la décision de rejeter ou non une hypothése nulle au profit d"une hypothese alter-
native, c’est prendre le risque de commettre une erreur. Deux types d’erreurs sont possibles.
Sil'on rejette 'hypothese nulle (Hp) au profit de (H;) alors que (Hp) est vraie, on parle d’erreur
de premiere espece et, si 'on ne rejette pas (Hp) au profit de (Hp) alors que (H;) est vraie, on
parle d’erreur de deuxiéme espece.

Réalité
(Ho) (H1)
Décision (Ho) décision correcte erreur de 2eme espece
(H1) | erreur de lere espéce décision correcte

2.2.1 Risque de premiere espéce, niveau et taille, probabilité critique
A chaque type d’erreur correspond une probabilité ou un risque de commettre cette erreur.

Définition 9 (Risque de premiére espece). Le risque de premiere espece d'un test ¢ est
'application, notée a, qui a chaque 6y € O donne la probabilité Pg, de rejeter (Hp) avec ¢ :

a0y — [0,1]
0o —  a(0o) = Pg,(RHy,)) = Po,({x, p(x) = 1}).

Pour simplifier les notations, on pourra écrire Pg (¢(X) = 1) pour désigner la probabilité

Po,({x, p(x) = 1}).

On remarque ici que a(6p) = Eg,[¢(X)], ot Eg,[¢(X)] désigne I'espérance de ¢(X) lorsque X
est de loi Pg,.

Définition 10 (Risque de premiere espece maximal). Le risque de premiere espece maximal
d’un test ¢ est donné par supg g, @(6o).

Définition 11 (Test de niveau/taille ). Soit ag € [0, 1].
Un test ¢ est de niveau ay si son risque de premiére espéce maximal est inférieur ou égal a ay i.e. :

sup a(0p) < ap (inéquation du niveau).
FAECN

Un test ¢ est de taille g si son risque de premiere espéce maximal est égal a ag i.e. :

sup a(6p) = ap (équation de la taille).
606@0

Exemple de la Section 1.2 : le test ¢(x) = 1534645 est de taille 0.05, donc également de niveau
0.05.

10
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Définition 12 (Probabilité critique ou p-valeur).

— Si Ry est de la forme {x, T(x) < s}, ou T est une statistique de test, s une valeur critique,
on définit la probabilité critique ou p-valeur (p-value en anglais) du test de région critique
R,y comme

p(x) = sup Py, (T(X) < T(x)).
906@0

— Si Rny) est de la forme {x, T(x) > s}, on définit la probabilité critique ou p-valeur du test

de région critique R, comme

p(x) = sup Py, (T(X) > T(x)).
FAECN

Proposition 1. Dans le cas oit ©y = {Oo} et oit la loi de T(X) lorsque X ~ Pg, est continue, si ¢ est un
test de taille oo, dont la région critique Ry, est de ['une des formes ci-dessus, p(X) = 1 & p(X) < ag
Pg,-p.s. La p-valeur du test correspond donc a la valeur maximale du niveau pour laquelle on ne rejette
pas I"hypothése (Ho) au profit de (Hy) sur la base de I’observation x.

Exemple de la Section 1.2 : les tests considérés sont de la forme ¢(x) = 1z, et puisque
(x1,%2,x3,%1) = (34.7,34.4,33.7,33.3), leur p-valeur est p(x) = Ps3(X > 34.025) = 0.1527.
Puisque p(x) > 0.05, on ne rejette pas (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 0.05. En effet, on
a bien ¥ < 34.645.

2.2.2 Risque de deuxiéme espece, fonction puissance

Définition 13 (Risque de deuxieme espéce). Le risque de deuxieme espece d'un test ¢ est
U'application, notée B, qui a chaque 01 € ©y associe la probabilité Pg, de ne pas rejeter (Ho) au profit
de (H1) avec ¢ :

g:0 — [0,1]
01 = B(61) = Po,(X\R)) = Po, ({x, p(x) = 0}).

Remarque. 5(01) = 1 - Eg, [¢(X)].

Définition 14 (Fonction puissance). La fonction puissance du test ¢ est 'application, notée y,
qui a chaque 01 € ©y associe la probabilité Py, de rejeter (Ho) au profit de (H1) avec ¢ :

a @1 d [0, 1]
01 = 1-p(01) = Pg,(Rn,)) = Po,({x, p(x) = 1}).

Remarques. y(01) = Eg, [¢(X)]. Par ailleurs, lorsque ®; = {01}, on parle de puissance du test.
La fonction puissance est le prolongement de la fonction a sur ©.
Exemple de la Section 1.2 : le test ¢(x) = L>34645 €st, comme on 'a vu, de niveau 0.05. Son

risque de deuxieme espéce est égal a 0.3613 et sa puissance a 1 — 0.3613 = 0.6387 (test peu
puissant).

11
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2.3 Construction de tests (non randomisés)

2.3.1 Le principe de Neyman et Pearson

Pour des hypotheses (Hp) et (H;) fixées, un test de (Hp) contre (H;) "idéal" serait un test
de risques de premieére et deuxieme espéces minimum. Cependant, on peut remarquer
notamment qu’un test qui consiste a toujours accepter (Hp) a un risque de premiére espece
nul, mais un risque de deuxiéme espéce maximum. Réciproquement, un test qui consiste a
toujours rejeter (Hp) au profit de (H;) a un risque de deuxiéme espeéce nul, mais un risque
de premiere espéce maximum. A taille d’échantillon fixée, diminuer le risque de premiére
espéce ne peut se faire en général qu'au détriment du risque de deuxiéme espeéce et vice
versa (principe des vases communicants). Il est donc impossible, dans la plupart des cas, de
trouver un test minimisant a la fois les risques de premiére et deuxiéme espéeces. Afin de
sortir de cette impasse, Neyman et Pearson proposent, en 1933, de traiter les deux risques de
fagon non symétrique, définissant ainsi le principe de dissymétrie des hypotheses. Lors de la
construction d'un test, ils choisissent de considérer comme prioritaire de contrdler 1'un des
deux risques, celui de premieére espece, par une valeur ag fixée a priori (en pratique 0.01, 0.05
voire 0.1), et d’utiliser ensuite le risque de deuxiéme espece ou la puissance pour évaluer la
qualité du test.

2.3.2 La construction en pratique

La construction pratique d’un test peut se faire selon le schéma suivant :

1. Détermination d’un modele statistique représentant le phénomene aléatoire étudié.

2. Détermination des hypotheses (Hy) et (H1) a partir du probleme posé, en respectant
la dissymétrie des roles des deux hypotheses.

3. Détermination d"une statistique de test T : X — IR comme outil décisionnel, respectant
les trois regles suivantes : la valeur de T(x) doit étre calculable quelle que soit la valeur
de O (elle ne doit donc pas dépendre de 0), la loi de T(X) sous I'hypothese (Hp) (ou
a sa "frontiére") doit étre entierement connue, libre du parametre inconnu, tabulée si
possible, et sa loi sous (H;) doit différer de celle sous (Hp). Cette statistique de test est
souvent construite a partir d'un estimateur de 0, ou d'un estimateur d"une distance
choisie entre 6 et ©.

4. Détermination intuitive de la forme de la région critique et de la fonction de test, sur
la base des seules connaissances en estimation généralement. Par exemple, Ry, =
{x, T(x) < s}, Riy) = {x, T(x) 2 s}, Ry = {x, [T(x)] > s}, Ry = {x, T(x) 2 s 0uT(x) <
s1}, Ry = {x, T(x) € [s1,82]} (51 < 82)...

5. Détermination précise des valeurs critiques s, s1, s, de telle fagon que le test soit bien
de niveau ap fixé au préalable (c.f. inéquation du niveau), de taille la plus proche
possible de ag (pour ne pas trop perdre en puissance).

6. Conclusion au vu de 1’observation x.

7. Evaluation de la puissance du test, ou tracé de la fonction puissance éventuellement.
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2.4 Intervalles de confiance et problemes de test bilateres

Définition 15. Etant donné ay €]0, 1[, un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 —
pour t(0) est défini par deux statistiques A et B telles que pour tout 0 € ©,

P ({x,7(6) € [A(x), B)]}) = 1 - ag.

On considere le probleme de test de ’hypothese (Hp) : 7(0) = 79 contre (H;) : 7(0) # 7o.
Si A et B définissent un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — ag pour 7(6), alors

sup Py ({x, 7(0) € [A(x), B(X)]}) = 1 — ay,
0,7(0)=19

sup Po ({x, 70 ¢ [A(x), BX)I}) < ap.
0,71(0)=19

Par conséquent, le test ¢ de région critique
Ring) = {x, 70 ¢ [A(x), B}

est un test de niveau ag de (Hp) contre (H;). La conclusion de ce test s’exprime donc sous
la forme simple suivante : si 79 € [A(x), B(x)], alors on accepte 'hypotheése (Hp), sinon, on
rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau ap.

Fonction pivotale et statistique de test. La construction d’un intervalle de confiance est
basée sur une fonction pivotale, c’est-a-dire une fonction T : X X 7(®) telle que pour tout
0 € O, T(X,t(0)) suit une loi entierement spécifiée. La statistique T(x, 79) peut alors étre
utilisée comme statistique de test pour le probleme de test considéré.
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Chapitre 3

Tests paramétriques de base pas si
basiques

3.1 Tests en modeles gaussiens

3.1.1 Tests sur l’espérance

Soit X = (X3, ..., Xy) un n-échantillon d’une loi gaussienne N (m, %).

Variance connue

On suppose dans un premier temps que o2 est connue.

Si I’on souhaite tester (Hy) : m = mg contre (Hy) : m = my avec mq > mg, ou (Hy) : m > my, sur
la base d'une observation x de X, on peut suivre le schéma de construction suivant.
— Modele statistique : (X, A, {Pgloco), avec X = R", A = B(R"),® C R et pour O =m €
®, Py = N(6,d»)Dn,
— Statistique de test : T(x) = yn=2.
— Fonction de test : ¢(x) = Lry)ss-
— Calcul de s pour un test de niveau a9 = 0.05 : s doit vérifier P,,,({x, T(x) > s}) < 0.05
c’est-a-dire Py, ({x, \/ﬁ% > s}) = P(N > s) <0.05, ot N ~ N(0,1). La valeur s =
1.645 convient donc.

Sil'on veut tester (Hp) : m < mg contre (Hy) : m > myp, le schéma reste le méme puisque par
croissance et continuité de la fonction m +— P, ({x, T(x) > s}) sur | — oo, my],

sup P ({x, T(x) 2 s}) = Pu,({x, T(x) 2 s}).

m<myg

Donc choisir s de telle facon que le test soit de niveau 0.05 revient a choisir s tel que
Py, ({x, T(x) > s}) < 0.05.

Si l'on veut tester (Hy) : m = mg contre (Hq) : m = mq avec my < mg, ou (Hy) : m > mg, ou
encore (Hp) : m > mg contre (Hj) : m < my, le test se construit a partir de la méme statistique
de test, mais sa région critique différe.
On peut suivre le schéma suivant :
— Statistique de test : T(x) =
— Fonction de test : ¢(x) = Lry)<s-

f—mo
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— Calcul de s pour un test de niveau ap = 0.05 : s doit vérifier SUP 5, Pn({x, T(x) <

51) = Puy({x, T(x) < s}) < 0.05 C'est-a-dire Py, ({x, V=22 <s}) = P(N <'5) < 0.05, ot
N ~ N(0,1). On prend donc s = —1.645.

Sil’on veut tester (Hp) : m = mg contre (Hp) : m # mp, on peut suivre le schéma suivant :
— Statistique de test : T(x) = V™=,
— Fonction de test : p(x) = Lj7(x)>s-
— Calcul de s pour un test de niveau ap = 0.05 : s doit vérifier Py, ({x,|T(x)| > s}) < 0.05
c’est-a-dire P(IN| > s) < 0.05, ou N ~ N(0,1). On prend donc s = 1.96.

Remarque.

Les trois tests précédents peuvent alors s’exprimer sous la forme ¢(x) = L1(x)»s, P(xX) = Lr()<s
ou ¢(x) = Ljr)=s avec des constantes s différentes, mais avec la méme statistique de test
T(x) = \/ﬁ%, ot T a comme propriété fondamentale que la loi de T(X) est entierement
connue lorsque X ~ Py, (elle ne dépend d’aucun parametre inconnu).

Variance inconnue
On suppose maintenant que 02 est inconnue.

On souhaite tester (Hp) : m = mg contre (Hq) : m = my avec my # my, sur la base d'une
observation x de X, ou (Hy) : m < mg contre (Hy) : m > mg, ou (Hyp) : m > mg contre (H7) :
m < mp, ou encore (Hy) : m = mg contre (Hq) : m # my.

On note Py, ;2 la loi N(m, a2)&n,

Comme pour les tests précédents, on construit un test basé sur une statistique T telle que la
loi de T(X) est entierement connue lorsque X ~ P, ), c’est-a-dire dont la loi sous (Hp) ne
dépend pas du parametre inconnu o2

Cette statistique est obtenue en remplacant o par son estimateur empirique classique S(x),
avec S*(x) = L5 Y (xi — %)% : T(x) = n’_‘s_(zl)o.

On sait alors que si X ~ P, ;2), T(X) suit une loi de Student de parametre (n — 1), quelle que
soit la valeur de 02, et on peut ainsi déterminer les valeurs critiques du test pour qu’il soit
de niveau ag fixé a priori.

3.1.2 Tests sur la variance

Soit X = (Xj, ..., X;;) un n-échantillon d"une loi gaussienne N(m, a?).

On souhaite tester (Hy) : 0% = (7% contre (Hj) : 0% = G% avec G% * G%, sur la base d'une

observation x de X, ou (Hp) : 02 2 contre (Hy) : 0% > ag, ou (Hp) : 0% > a% contre (Hq) :

0
2 2

:0° <0
0- < 03, ou encore (Hp) : 0% = 0(2) contre (Hy) : 0% # ag.

Espérance connue

On suppose que m est connue. On note P . la loi N(m, )&,

On considere la statistique de test T(x) = O% Y.L (x; — m)?. On sait en effet que si X ~ PG%,
0

T(X) ~ x*(n).
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Espérance inconnue

On suppose maintenant que m est inconnue. On note P, 2y 1a loi N'(m, A)®n,
On considere la statistique de test T(x) = % Y.L, (x; — X)>. On sait en effet que si X ~ P(m,ag),

T(X) ~ x*(n — 1) quelle que soit la valeur de m.

3.1.3 Tests de comparaison d’espérances

Soit Y = (Yy,...,Yy,) un ni-échantillon de la loi N(ml,o%) et Z = (Zy,...,2Zy,) un np-
échantillon de la loi N(m3,03). On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose
X=(Y2).

On veut tester (Hy) : my = my contre (Hy) : my # mp, ou my < my, ou my > mp.

Variances connues

2 ot 52 :
On suppose que o7 et 05 sont connues, et on note Py, u,) 1a loi de X.
7z
0'2 UZ ’

Lorsque my = mp = m, i.e. lorsque X ~ P, ), T(X) ~ N(0,1).

On considere la statistique de test T(x) =

Variances inconnues mais supposées égales
On suppose maintenant que 0% et aé sont inconnues, mais que Cf% = 0% = ¢2.Onnote Py i 02)
la loi de X.

La statistique de test devient alors T(x) =

. M)A Y2 (2i-2)2
’ Zl =, oll S2(y,z) = Lin U0 Ly G2

S(y,Z) Ia + = nq +712—2

Lorsque my = my = m, i.e.lorsque X ~ P(m,m,gz), T(X) ~ 7T (n1 +n2—2) quelle que soit la valeur
de ¢2.

Variances inconnues (probleme de Behrens-Fisher)

Si a% et a% sont inconnues, et non supposées égales, on peut choisir comme statistique de test
- Ut | o - _1 5
T(x) = —=——, avec S*(y) = b5 L% (vi — ) et $%(2) = 5 L2 (i — D)%

) | 2@
nl n2

Lorsque my = my = m, T(X) converge en loi vers une loi N (0, 1) quelles que soient les valeurs
de 07 et 03, donc on peut construire des tests dont le niveau est garanti asymptotiquement
(ou tests asymptotiques), a condition que 1 et 1, soient suffisamment grands.

Si ny et ny ne sont pas suffisamment grands, on considere en général I’approximation de
Welch-Satterthwaite-Aspin correspondant & une approximation de la loi sous (Hp) par une
loi Student a v degrés de liberté ot1 v est I’entier le plus proche de

AN
mtm
272 2°
1 (a) L 1 (%
ni—1 \ ng ny—1\ ny
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Comme G% et G% sont inconnues, on les estime, donc on consideére l'entier ¥ le plus proche
de:

ni np

L (S L 4 (S@
ni—1 ny +nz—1 1y

(sm L 5@ )2

Attention :

1. Tous les tests vus dans cette section ne sont valables que si les deux échantillons sont
indépendants. Si ce n’est pas le cas et si n; = n, = n, on parle de données appariées.
On peut dans ce cas, considérer la différence X; = Y; — Z; et supposer, éventuellement,
que l’échantillon X = (X, ..., X)) est gaussien. On réalise alors un test de nullité de
I'espérance.

2. Ces tests sont souvent peu robustes au changement de loi. On conseille, si 1'on n’a
aucune garantie que les lois peuvent étre supposées gaussiennes, de considérer un
test non-paramétrique de comparaison de lois.

Remarque : On peut aussi effectuer au préalable un test de comparaison de variances (c.f.
section suivante). Si ce test conduit a supposer que les variances sont égales, on peut ensuite
mettre en ceuvre le test de comparaison d’espérances correspondant. Mais attention, le risque
de premiere espece global s’en trouve modifié. On a pour coutume de prendre pour les deux
tests un niveau «/2.

3.1.4 Tests de comparaison de variances

Soit Y = (Yy,...,Yy,) un ni-échantillon de la loi N(ml,o%) et Z = (Zy,...,2Zy,) un np-
échantillon de la loi N(imy,03). On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose
X=(2).

2
2

2
1

2

> 05,

On veut tester (Hp) : G% = 05 contre (Hq) : G% * o%, ouo ou G% < a%.

Espérances connues
On suppose que m; et my sont connues, et on note P(gglgg) la loi de X.
. . ) 5 1 &
On considere la statistique de test T(x) = T Avec S2(y) = o 221(%‘ —my)? et S%(z) =
1 2 _ ;2

5 Z?jl(zi —my)?. Lorsque 07 = 05 = o2, ie. lorsque X ~ Py2,52), T(X) ~ F (11, n2).

Espérances inconnues

On suppose maintenant que 17 et m, sont inconnues, et on note P, 2, ;2 laloide X.
012,05

2
On considere la statistique de test T(x) = zzg))
Lorsque a% = 0% = 0?,i.e. lorsque X ~ Py 02,m,02), T(X) ~ F (11 — 1,12 — 1) quelles que soient

les valeurs de my et my.

Remarque (utile pour la lecture de certaines tables statistiques). Si F ~ ¥ (q1,42), alors

1/F ~ F (92, 91)-
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3.2 Tests en modeéles de Bernoulli

3.2.1 Tests sur une probabilité

Soit X = (Xi,...,X;;) un n-échantillon d"une loi de Bernoulli B(p) de parametre p (p est la
probabilité de réalisation d’un événement). On note P, la loi B(p)® n

On veut tester (Hp) : p = po contre (Hj) : p = p1 (avec p1 # po donné), ou (Hy) : p < po contre
(H1) : p > po, ou (Hp) : p = po contre (H;) : p < po, ou encore (Hp) : p = po contre (H1) : p # po.
On considere la statistique de test T(x) = Y.i_; x;. Alors, si X ~ Py, T(X) suit une loi binomiale
de parametres (1, po).

Si n est suffisamment grand, il est courant d’utiliser une approximation de la loi binomiale
B(n, po) par une loi de Poisson P(npg) ou par une loi gaussienne N (npo, npo(1 — po)). Dans ce
cas, le test ne sera pas nécessairement précisément de niveau ap.

Les criteres les plus souvent utilisés pour justifier I’approximation par une loi de Poisson
sont n > 30 et npg <5 oun > 50 et py < 0.10.

Celui le plus utilisé pour justifier I’approximation par une loi gaussienne est n > 30, npg > 5
etn(l—po) = 5.

3.2.2 Tests de comparaison de probabilités

Soit Y = (Y1,...,Yy,) un ni-échantillon d’une loi de Bernoulli B(p;) et Z = (Z4,...,Z,,) un
npy-échantillon d"une loi de Bernoulli B(p>). On suppose que Y et Z sont indépendants, et on
pose X = (Y, Z). On note Py, ,) la loi de X.

On veut tester (Hy) : p1 = p2 contre (H1) : p1 # p2, ou (Hy) : p1 > p2, ou (Hy) : p1 < p2.
On considere la statistique de test

7-z
ny+nsz _ ny y+nsz 1 1 '
\/ ny+n; (1 ny+ny )("1 + ”2)
Sipy =pr =p, ie siX ~ P(p,p), T(X) converge en loi vers une loi N(0,1), donc on peut
construire des tests asymptotiques a condition que n; et n, soient suffisamment grands.

T(x) =

Remarque. Sil’on souhaite construire un test non asymptotique, on peut utiliser un test non
paramétrique comme par exemple le test exact de Fisher ou le test de Barnard.

3.3 Test du rapport de vraisemblance maximale

L’emploi de la vraisemblance tres présent en estimation paramétrique permet de construire
un test, dit du rapport de vraisemblance maximale, de fagon intuitive.
Soit (X, A, {Pe}ece) un modele statistique dominé par une mesure p, de vraisemblance notée
L(x, 0). Soit @y C @ et ©1 C O, avec ©p N O1 = (0. On considere le probleme de test de (Hp) :
0 € ©p contre (Hj) : 0 € ©1. On introduit alors le rapport

SUPge@, L(x, 0)

SUpgee, L(¥, 0)’

et on décide de rejeter (Hyp) lorsque ce rapport est petit.
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En fait on montre que ce test est équivalent au test du rapport de vraisemblance maximale
défini de la fagon suivante.

Définition 16. Soit
SUPgee, L(x, 0)
SUP g L(x, 0)

Un test du rapport de vraisemblance maximale est de la forme P(x) = 1) (x)<s-

A(x) =

Remarques.

— La statistique du rapport de vraisemblance maximale A est liée a I'estimation par le
maximum de vraisemblance puisque si O est un estimateur du maximum de vrai-
semblance de 0, et si Oy est un estimateur du maximum de vraisemblance de 6 pour
I'espace des parametres réduit a ©p (on parle d’EMV restreint), A(x) = L(x, 00)/L(x, 0).

— Meéme si dans les cas simples, le test du rapport de vraisemblance maximale est
équivalent aux tests optimaux vus dans le chapitre suivant, ce test n’est dans le cas
général pas forcément optimal !

Le calcul de A se trouve souvent simplifié lorsque 'on dispose d"une statistique exhaustive
T pour le modele considéré.

Théoreme 1. Soit (X, A, (Pg)oco) un modéle statistique dominé par une mesure u, de vraisemblance
notée L(x, 0). Si T est une statistique exhaustive pour 0, alors, pour toute partie ©g de ©, la statistique
du rapport de vraisemblance maximale A factorise a travers T, i.e. il existe une fonction A telle que
pour tout x de X, A(x) = A(T(x)).

Preuve. Le théoreme de factorisation assure I'existence de fonctions g et I telles que
Vx e X, VO € ©, L(x, 0) = g(T(x), O)h(x).
On a donc pour tout x de X,

o) = SUPyeg, L(x, 6) _ SUPyeg, g(T(x), O)h(x)
() = SUPyeo L(Y, 0)  SUpye g(T(x), O)h(x)

Remarque importante : On a le résultat asymptotique suivant. Si ® = R? et @ est un
sous-espace vectoriel de dimension k, sous certaines conditions sur la loi de 1’estimateur du
maximum de vraisemblance de 0, alors —2In A(X) converge en loi sous (Hp) vers une loi
x?(d — k). On trouvera les détails de la preuve et des conditions sur la loi dans I'ouvrage de
Wilks, Mathematical statistics, ou son article de 1938 aux Annals of Mathematical Statistics.
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3.4 Exercices

Exercice 1 : Test sur I’espérance d’une loi gaussienne

Un négociant en vin s’intéresse a la contenance des bouteilles d"un producteur soupgonné
par certains clients de frauder. Il souhaite s’assurer que cette contenance respecte bien en
moyenne la limite légale de 75 cl. A cet effet, il mesure le contenu de 10 bouteilles prises au
hasard et obtient les valeurs suivantes (en cl) :

732, 72.6, 74.5, 75, 75.5, 73.7, 74.1, 75.8, 74.8, 75.

1. On suppose que la contenance des bouteilles (en cl) suit une loi gaussienne d’espérance 0
inconnue, d’écart-type connu égal a 1.

a) Ecrire le modele statistique considéré.

b) Le négociant décide de tester I'hypothese nulle (Hp) : 6 = 75 contre 'alternative (H;) :
0 < 75. Quel point de vue le négociant adopte-t-il en choisissant ces hypothéses ? Justifier
précisément la réponse.

c) Construire, a 'aide d’une régle de décision intuitive basée sur la moyenne empirique, un
test de niveau 1% de (Hp) contre (H7). Quelle est la conclusion de ce test?

d) Tracer la courbe de puissance du test.

e) Le négociant veut pouvoir détecter, avec une probabilité élevée (99%), une contenance
moyenne de 74.8 cl tout en gardant un test de niveau 1%. Que doit-il faire ?

f) Quel test le négociant peut-il considérer s’il souhaite en fait tester 'hypothése nulle multiple
(Ho) : 6 =75 contre l'alternative (Hy) : 6 <75?

2. On suppose maintenant que la contenance des bouteilles suit une loi gaussienne d’écart-
type inconnu.

a) Ecrire le modele statistique considéré.

b) Le négociant adopte toujours le méme point de vue. Construire un nouveau test de niveau
5% lui permettant de s’assurer que le producteur ne fraude pas.

c) Peut-on tracer la courbe de puissance du test?

Exercice 2 : Test sur la variance d’une loi gaussienne

Sur le marché des Lices a Rennes, un inspecteur des poids et mesures vérifie la précision de la
balance d'un vendeur de fruits et légumes. Il effectue pour cela 10 pesées d'un poids étalonné
a 100g et note les indications de la balance : x, ..., x19. On admet que le résultat d"une pesée
est une variable aléatoire de loi gaussienne d’espérance 100, de variance o> avec ¢ = 5 si la
balance est juste, et 0 > 5 si elle est déréglée. Les mesures ont donné }El (x; — 100)? = 512.
1. Ecrire le modele statistique considéré et les hypotheéses a tester. Justifier ce choix.

2. Construire un test basé sur un estimateur de la variance permettant de vérifier la précision
de la balance.

3. Quelle sera la conclusion de l'inspecteur avec ce test pour un niveau 5% ? Pour un niveau
1%7?

4. Calculer la p valeur du test.

5. Peut-on construire un test similaire lorsque 1’espérance de la loi gaussienne n’est plus
connue ?

6. Et lorsque la loi elle-méme est inconnue ?
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Exercice 3 : Tests sur une probabilité

Avant le second tour d"une élection présidentielle, un candidat commande un sondage a une
société spécialisée pour savoir sil a une chance d’étre élu.

1. Si p est la proportion d’électeurs qui lui est favorable dans la population, il souhaite tout
d’abord résoudre le probleme de test :

(Hp) : p=048 contre (Hp) : p=0.52.

a) Ecrire le modele statistique considéré.

b) Quelle est la signification du choix de p = 0.48 comme hypothese nulle ?

c) Quelle statistique de test pourra-t-on considérer ?

d) Construire un test de niveau exact 10%, puis de niveau asymptotique 10% lorsque le
sondage est effectué aupres de n = 100 électeurs.

e) Combien d’électeurs devra-t-on interroger si 1’on souhaite avoir un niveau asymptotique
a et un risque de deuxieme espece asymptotique inférieur a 8, avec a et f donnés ?

2. Le candidat souhaite maintenant tester les hypothéses composites :

(Hp) : p<05 contre (H;): p>0.5.

Que peut-on conclure ?

Exercice 4 : Test sur le parameétre d’une loi de Poisson

On admet, s’'inspirant de 'argument historique de Siméon Denis Poisson (1837), que le
nombre mensuel d’erreurs judiciaires commises dans une juridiction administrée par un
juge soupgonné de ne pas avoir toute sa téte, peut étre modélisé par une variable aléatoire
suivant une loi de Poisson de parametre A = 2. apres avoir écarté ce juge, on s’attend a ce
que le nombre mensuel moyen d’erreurs judiciaires commises dans la juridiction diminue.
1. Construire un test, basé sur le nombre total d’erreurs judiciaires sur six mois suivant
I'éviction du juge, permettant de le vérifier.

2. Que décide-t-on pour un niveau 10% si le nombre total d’erreurs judiciaires sur six mois
suivant I’éviction du juge est de 10?

3. Tracer la courbe de puissance du test.

Exercice 5 : Test sur le parametre d’une loi uniforme

Un programme informatique de simulation de la loi uniforme sur [0, 0] destiné & un nouveau
logiciel statistique a généré les nombres suivants : 95, 24, 83, 52, 68.

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et déterminer sa loi.

2. En déduire un test de niveau 5% de I'hypothese (Hy) : 6 = 100 contre (H;) : 6 > 100.

3. Que peut-on conclure ?

Exercice 6 : Test sur le parametre d’une loi exponentielle

On admet que la durée de vie de la batterie d"un smartphone (d"une célebre marque symboli-
sée par un fruit) est modélisée par une variable aléatoire X de loi exponentielle de parametre
1/6, avec 6 > 0 inconnu. On considére un n-échantillon (X, ..., X;) delaloi de X, donton a
une observation (x1,...,X;).
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1. Déterminer I’estimateur 0,, du maximum de vraisemblance du parameétre 0.
2. On rappelle que la densité d"une loi du Khi-Deux a 2k degrés de liberté est donnée par

1 1y
Sk(x) = mx(k De=/21 0.

Montrer que la variable % suit une loi du Khi-Deux a 2 degrés de liberté. En déduire que
2 YL, X; suit une loi du Khi-Deux a 2n degrés de liberté.

3. Des études passées avaient permis d’attribuer au parametre 0 la valeur 0. L'évolution
des méthodes de fabrication pouvant avoir entrainé une augmentation de 6, on considere le
probléme de test de '’hypothese

(Ho) : 6 =69 contre (Hp) : 0> 0.

Construire un test de niveau a de ces hypotheses.

4. On a relevé les durées de vie suivantes en années :

0.60,0.19, 6.44, 1.74, 0.02, 2.34, 4.08, 0.17, 1.16, 1.23, 1.74, 0.55, 0.25, 3.43, 1.64, 5.32, 3.80, 1.27,
0.68,2.22,2.77,2.85,2.85, 3.67,0.26, 2.48, 4.08, 1.23, 0.35, 5.05, 3.22.

Quelle est la conclusion du test pour un niveau 5% et 0y = 2 (durée de la garantie) ?

5. On suppose maintenant que I’on n’observe pas les durées de vie X; directement mais les
variables Y; = 1x>> pour i = 1...n. Proposer un nouveau test de (Hp) contre (H).

Exercice 7 : Comparaison de deux lois gaussiennes

On admet que les notes des étudiants de Licence MASS en Tests statistiques a 1’'Université
Rennes 2 dans un contexte "normal" suit une loi gaussienne. On a relevé 15 notes de ces
étudiants en 2005.

Apres le mouvement social s’'opposant au Contrat premiere Embauche en 2006, on a égale-
ment relevé 15 notes en Tests statistiques.

Notes en 2005 | 12.8 | 15 | 85 | 12.7 | 104 | 155 | 9.6 | 10.3
85 1 81 | 78 | 14 | 125 | 86 7

Notesen 2006 | 10.1 | 89 | 6.1 | 48 | 9.1 | 119 | 142 | 135
16 | 129|111 | 11 | 88 | 10 | 9.2

On souhaite savoir si le mouvement social a eu un effet sur les résultats des étudiants.

1. Quel modele statistique peut-on poser ?
2. Quels tests statistiques peut-on faire dans ce modele ?
3. Quelles seront les conclusions des tests ?

Exercice 8 : Comparaison de deux probabilités

En juillet 2010, un sondage Ifop sur un échantillon dit représentatif de 958 personnes don-
nait le résultat suivant : 8 sympathisants PS sur 100 contre 6 sympathisants UMP sur 100
sont tatoués. Imaginant que sur les 958 personnes interrogées, 249 se sont déclarées sympa-
thisantes PS, dont 20 tatouées, et 297 sympathisantes UMP, dont 18 tatouées, que peut-on
penser de la déclaration faite dans les journaux : "les sympathisants PS sont plus tatoués que
les sympathisants UMP" ?
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Exercice 9

Sur la base d'un échantillon de taille 7 de la densité f : x > 170101 . (x), 011 6 € R
et 0 > 0 sont inconnus, on désire tester 1'hypothese (Hp) : 0 < 0O contre l'alternative
(H1) : 0 > 0. Déterminer la forme d’un test de rapport de vraisemblance maximale.

Exercice 10

Le revenu annuel des individus d'une population est distribué selon une loi de Pareto
(généralisant la loi connue sous le nom de loi des 80/20, établie par Vilfredo Pareto, qui
avait noté que 80% des revenus d’une population sont détenus par seulement 20% de la

population), de densité :
ak*

fixme Wl[k,Jroo[(x).

Les parameétres k (revenu minimum) et a (parametre de forme ou constante de Pareto) sont
inconnus.

1. Estimer les parametres par la méthode du maximum de vraisemblance.

2. On désire tester 'hypothese (Hp) : a = 1 contre I'alternative (Hp) : a # 1. Déterminer la
forme d’un test de rapport de vraisemblance maximale.

Exercice 11

Démontrer la Proposition 1.
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3.5. Problemes corrigés

3.5 Problémes corrigés

3.5.1 Faire le ménage ou I’amour, faut-il choisir?
Probléme

Les chiffres donnés ici sont fictifs, bien qu’inspirés d une étude réelle !

Selon une dépéche de ’AFP du 30 janvier 2013, "Plus un homme marié accorde de temps
aux tdches ménageres, moins il a de relations sexuelles"... Les titres de certains journaux
ne se sont pas fait attendre, du "Faire le ménage ou l'amour, il faut choisir" du figaro.fr au
"Insolite : un homme qui passe l'aspirateur, c’est moins excitant ?" de lexpress.fr.

L’AFP dit s’appuyer sur une étude publiée dans American Sociological Review 78 (1) par Sabino
Kornrich, Julie Brines et Katrina Leupp. En réalité, les auteurs de cette étude se penchent sur
I'idée souvent avancée par les médias que les hommes mariés participant plus au travaux do-
mestiques ont une fréquence de rapports sexuels plus élevée : les femmes échangeraient des
rapports sexuels contre la participation des hommes aux travaux domestiques. Les auteurs
cherchent a démontrer que, dans le mariage, la fréquence des relations sexuelles comme
I'accomplissement des taches domestiques, loin d’étre régis selon des principes d’échange
de services, obéissent en fait a des schémas liés au genre. Ils étudient ainsi la fréquence des
relations sexuelles dans le mariage en fonction de la participation des hommes aux travaux
domestiques, en différenciant les travaux dits traditionnellement féminins (courses, ménage,
cuisine...) des travaux dits traditionnellement masculins (entretien de la voiture, jardinage,
paiement des factures...).

Nous décidons de nous intéresser a la méme question et de mener notre propre étude, selon
deux angles de vue différents.

Partie I : un premier angle de vue

Pour les hommes mariés participant a moins de 30% aux travaux domestiques tradition-
nellement féminins, la probabilité d’avoir au moins 4 rapports sexuels par mois s’éleve a
0.6.

Sur 900 hommes mariés interrogés participant aux travaux domestiques traditionnellement
féminins a plus de 30%, 513 déclarent avoir au moins 4 rapports sexuels par mois.

On souhaite savoir si la probabilité 0 pour un homme accomplissant plus de 30% des tra-
vaux domestiques traditionnellement féminins d’avoir une fréquence sexuelle mensuelle au
moins égale a 4 est inférieure a 0.6 ou non.

1. Décrire la variable aléatoire X modélisant les données et le modéle statistique considéré.
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3. Déterminer une statistique de test T(X), et donner sa loi lorsque 6 = 0.6.

4. Choisir la forme de la région critique du test :

O Ry = {6, T(x) < s}
O Ry = {6, T(x) > s}
0 Ry = 6 1T(x)] > s}

5. On veut construire un test de niveau a = 5%. Déterminer précisément la valeur de s a
l'aide des tables statistiques fournies.

Partie II : un deuxiéme angle de vue

On admet que le pourcentage de participation aux travaux domestiques traditionnellement
féminins d’'un homme ayant une fréquence sexuelle mensuelle inférieure a 4 suit une loi
gaussienne d’espérance 30.

On reléve les pourcentages de participation aux travaux domestiques traditionnellement
féminins de 100 hommes déclarant avoir au moins 4 rapports sexuels par mois, et on note
(x)i=1..100 ces pourcentages. On calcule la moyenne et la variance empirique des données, et
on obtient : ¥ = ¥ 1% x;/100 = 25.99 et Y"1 %(x; — %) = 41435.35.

On suppose que le pourcentage de participation aux travaux domestiques traditionnellement
féminins d’'un homme ayant au moins 4 rapports sexuels par mois suit une loi gaussienne
d’espérance m et de variance 62 inconnues.

1. Décrire la variable aléatoire X modélisant les données et le modele statistique considéré.

2. On souhaite tester I'hypothese nulle (Hy) : m = 30 contre I'alternative (Hy) : m < 30.
De quel risque se prémunit-on en priorité en considérant ces hypotheses ?
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3. Déterminer une statistique de test T(X), et donner sa loi sous (Hp).

4. Choisir la forme de la région critique du test :
O Ry = {x T(x) < s}
O Ry = 16, T(x) > s}
0 Ry = 6 1T(x)] > s}

5. On veut construire un test de niveau @ = 5%. Représenter sur un graphe commenté la
valeur de s qu’il faut prendre pour que le test soit bien du niveau choisi.

Déterminer précisément la valeur de s a 1’aide des tables statistiques fournies.

Partie III

Apres avoir mené la présente étude, quelle(s) critique(s) pouvez-vous faire a propos de la
conclusion avancée dans la dépéche de I’AFP : "Plus un homme marié accorde de temps aux
taches domestiques, moins il a de relations sexuelles", et des titres de journaux cités ?

En particulier, pensez-vous qu'un test statistique peut permettre d’établir une relation de
cause a effet ? Expliquez.
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Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne :

P(N < gq) = alorsque N ~ N(0, 1).

o 0.9

0.95

0.975

7o || 1.282

1.645

1.96

on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que

Table de la loi gaussienne : on donne, pour différentes valeurs de ¢, la valeur de P(N < g)
lorsque N ~ N(0, 1).

q

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

07 | 0.8

0.9

11

1.2

P(N <q) || 0.54

0.58

0.62

0.66 | 0.69

0.73

0.76

0.79 | 0.82

0.84

0.86 | 0.88

q

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9 2

2.1

2.2

2.3

24

P(N <g) |[ 0.90

0.92

0.93

0.95 | 0.96

0.96

0.97

0.98 | 0.98

0.99

0.99 | 0.99

Table de la loi de Student : on donne, pour différentes valeurs de a € [0,1], t, tel que
P(T < ty) = a lorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique), avec

n=99,100 ou 101.

[a ] 09 0950975 |

[ ta ]| 1.290 | 1.66 | 1.984 |

Table de la loi de Student : on donne, pour différentes valeurs de ¢, la valeur de P(T < t)

lorsque T ~ 7 (n), avec n = 99, 100 ou 101.

t 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
P(T<t)| 054 | 0579 | 0.618 | 0.655 | 0.691 | 0.725 | 0.757 | 0.787 | 0.815 | 0.84 | 0.863 | 0.884

t 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 24
P(T <t)| 0902 | 0918 | 0.932 | 0.944 | 0.954 | 0.963 | 0.97 | 0.976 | 0.981 | 0.985 | 0.988 | 0.991

Table de la loi binomiale : on donne, pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)
lorsque X suit une loi binomiale de parametres 900 et 0.6.

k

514

515

516

517

562

563

564

565

P(X <K

0.042

0.048

0.055

0.063

0.938

0.946

0.953

0.959
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Correction
Partie I : un premier angle de vue

1. Soit X = (Xj, ..., X900) un 900-échantillon de la loi de Bernoulli de paramétre 6, modé-
lisant les réponses des 900 hommes mariés interrogés, tel que X; = 1 si le i-éme homme
interrogé répond avoir au moins 4 rapports sexuels par mois, 0 sinon. Soit x = (x1, ..., X90p)
l'observation de cet échantillon, X = {0,1}°%°, A = P({0,1}°??). Pour 6 € ® =]0, 1[, on note
Py = B(6)*. Le modele statistique considéré est alors représenté par (X, A, (Pg)gco)-

2. On peut tester (Hp) : 6 > 0.6 contre (H;) : O < 0.6. On souhaite alors se prémunir en priorité
du risque de déclarer que la probabilité pour un homme marié d’avoir au moins 4 rapports
sexuels par mois est plus faible s’il participe pour plus de 30% aux travaux domestiques
traditionnellement féminins, alors que ce n’est pas vrai.

3. On considere la statistique de test T(X) = 1-939 X; correspondant au nombre d’hommes

déclarant avoir au moins 4 rapports sexuels par mois parmi les 900 hommes interrogés.
Lorsque 0 = 0.6, T(X) suit une loi binomiale de parametres (900, 0.6).

4. On sait que T(X)/900 est un estimateur sans biais, asymptotiquement normal de 8, donc de
petites valeurs de T(X) favorisent plutdt le choix de (Hj). Par conséquent, la région critique
du test de (Ho) contre (H;) est de la forme Ry, = {x, T(x) < s}, avecs € IN.

5.Lavaleur critique s doit vérifier supy. « Po ({x, T(x) < s}) < 0.050uencore Py ({x, T(x) <s}) <
0.05, avec s € N la plus grande possible. On a vu que lorsque X ~ Py¢, T(X) ~ B(900, 0.6),
donc on choisit s = 515.

6. Ici, T(x) = 513, donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.

Partie II : un deuxieme angle de vue

1. Soit X = (X1, ..., Xi100) un 100 échantillon de la loi N(m, 6?) modélisant le pourcentage de
participation aux travaux domestiques traditionnellement féminins pour 100 hommes ayant
aumoins 4 rapports sexuels par mois. Soitx = (x, ..., x100) 'observation de cet échantillon. Le
modele statistique considéré est représenté par (X, A, (Pg)oco), avec X = R, A = B(R'Y),
© = [0,100] X R}, et pour 0 = (m, 0%) € ®, Py = N(m,o?)®10 ¢’est-a-dire la loi d’un 100-

échantillon de la loi gaussienne d’espérance m et de variance 0.

2. On se prémunit en priorité du risque de déclarer qu'un homme marié ayant au moins 4
rapports sexuels par mois participe moins en moyenne aux travaux domestiques tradition-
nellement féminins qu'un homme dont la fréquence sexuelle mensuelle est inférieure a 4, a
tort.

3. On peut prendre comme statistique de test T(X) = 100%, avec S?(X) = 91—9 }B?(Xi -X)2.
Lorsque X suit la loi P39 ,2), T(X) suit une loi de Student a 99 degrés de liberté.

4, R(Ho) = {X, T(x) < S}.

5. L'équation du niveau s’écrit sup 2R, P32 (Rig)) < 0.05. Si X ~ Pz 2y, on a vu que
T(X) ~ 7(99), donc on prend s = —1.66.

6. Ici, T(x) = —1.96, donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.

7. La p-valeur du test est donnée par p(x) = P(30,2)({y, T(y) < —1.96}) € [0.024,0.03]. On a
p(x) < 0.05, ce qui confirme bien qu’on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
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3.5.2 Elections présidentielles 2012
Probleme 1

Début 2011, les sondages concernant le premier tour des élections présidentielles de 2012
se multiplient. Dans le scénario des candidatures de Dominique Strauss-Kahn, Marine Le
Pen et Nicolas Sarkozy, les pourcentages d’intention de vote pour chaque éventuel candidat
obtenus par les sondages de Harris Interactive, Ifop et CSA sont les suivants :

] Sondage \ Nombre de personnes sondées \ D. Strauss-Kahn \ M. Le Pen \ N. Sarkozy ‘
Harris Interactive 1347 23% 24% 20%
Ifop 1046 29% 21% 23%
CSA 853 30% 21% 19%

Les méthodes utilisées pour le recueil des données sont différentes pour chaque sondage.

On s’intéresse ici aux pourcentages d’intention de vote pour D. Strauss-Kahn.

On note py, p et p3 les probabilités pour un électeur de voter pour D. Strauss-Kahn selon les
sondages Harris Interactive, Ifop et CSA respectivement.

On souhaite construire un test multiple de I'hypothese (Hp) : p1 = p2 = p3 contre lalternative
(Hy) :il existe (i, j), i # j tel que p; # p;.

1. Construire un test de niveau asymptotique 5% de I'hypothese (H;) : p1 = p2 contre
l'alternative (H]) : p1 # p2. On note R, la région critique correspondante.
2. Peut-on affirmer que les résultats sur les intentions de vote pour D. Strauss-Kahn fournis
par les sondages Harris Interactive et Ifop sont fiables ?
3. Tester de la méme fagon a 1’aide d"un test de niveau asymptotique 5% ’hypothese : p; = p3
contre l'alternative : p; # p3, puis I’hypotheése : po = p3 contre 'alternative : po # p3. On note
R1,3 et Ry 3 les régions critiques correspondantes.
4. On décide de rejeter I'hypothese (Hp) du test multiple sil’on rejette I'hypothese nulle pour
au moins 1'un des trois tests précédents, autrement dit la région critique du test multiple est
définie par

RiHy) = Ri2 UR13 U Ry 3.

En utilisant I'inégalité de Bonferroni P(A; U...UA,) < Y. ; P(A;), donner un niveau asymp-
totique pour le test multiple. Quelle est la conclusion du test pour ce niveau asymptotique ?
Pour justifier les résultats obtenus, le journal Libération invoque "la volatilité de I'opinion”,
qu’en pensez-vous ?

5. On souhaite maintenant tester ’hypothese que p3 < 30% contre p3 > 30%. Expliquer la
démarche a adopter dans ce cas.
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Correction

1. Modele statistique : Soit Y = (Y7,...,Y},,) un ni-échantillon de la loi B(p;), modélisant
le comportement des personnes sondées par Harris Interactive (Y; vaut 1 si la personne
i i a I'intention de voter pour DSK, 0 sinon), et Z = (Zy,...,Z,,) un ny-échantillon de la
loi B(p2), modélisant le comportement des personnes sondées par Ifop (Z; vaut 1 si la
personne i a l'intention de voter pour DSK, 0 sinon), avec (p1,p2) € © = [0, 1]? inconnu.
On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose X = (Y,Z). Soit x = (y,z) avec
y=Wi,--,Yn) z = (21,...,2n,), 'observation de ces deux échantillons indépendants. Soit
X =1{0,1}"1*"™2, et Al’ensemble des parties de X. Pour 6 = (p1, p2) € ©, on note Py laloide X :
Py = B(p1)® "X B(pz)® "2, Le modele statistique considéré est défini par (X, A, (Pg)eco)-
Hypotheses : (Hj) : p1 = p2 contre (H}) : p1 # p2.
Statistique de test : T(x) = - = .

V(- )
Loi asymptotique de T(X) sous (H)) : sous (H;), T(X) converge en loi vers une loi N(0, 1).
Fonction de test : puisque Y et Z sont les estimateurs empiriques de p; et p, on rejette (H;)
pour de grandes valeurs de |T(x)|. La région critique s’écrit Ry = {x,|T(x)| > s}. La fonction
de test correspondante ¢ 2(x) = Lj7(y)»s. Ce test est asymptotique puisque la loi de T(X) n’est
connue qu’asymptotiquement lorsque p1 = p.
Calcul de s pour un niveau asymptotique 5% : sip; = p2 = p, i.e. si X ~ P, ), T(X) converge
en loi vers une loi N(0, 1), donc comme n; = 1347 et n, = 1046, on peut choisir s = 1.96. La
région critique asymptotique s’écrit finalement Ry, = {x, [T (x)| > 1.96}.
2. Conclusion : on a ici T(x) = —3.33, donc on rejette ’hypothése d’égalité des probabilités
p1 et p2 pour un niveau asymptotique 5%. Les deux sondages, effectués a quelques jours
d’intervalle, ne semblent pas fiables.
3. Les deux autres tests se construisent de la méme fagon, les valeurs des statistiques de test
sont égales respectivement a —3.66 et —0.476. Pour des niveaux asymptotiques 5%, on rejette
donc I'hypothese d’égalité de p; et p3, mais on accepte '’hypothése d’égalité de p» et p3.
4. Sous (Hy), la probabilité de R, est majorée par 15% asymptotiquement. Pour un niveau
asymptotique de 15%, les probabilités d"intention de vote pour DSK ne sont pas toutes égales
suivant les sondages. Probleme de "volatilité de 1'opinion" ou de fiabilité des sondages ?
5. Modele : Soit X = (X3, ..., Xgs53) un 853-échantillon d"une loi de Bernoulli de parametre p3,
avec p3 € © = [0,1], modélisant I'intention de vote des personnes sondées par CSA (X; =1
si I’électeur i est favorable a I'éventuel candidat, 0 sinon), et x = (x1, ..., xgs3) l’'observation
de cet échantillon. Soit X = {0, 1}3%3, et A 1’ensemble des parties de X. Pour p3 € ©, on note
Py, laloide X : Py, = B(p3)® 83, Le modele statistique est alors défini par (X, A, (Pp;)p;e0,1])-
Statistique de test : T(x) = Y7 x;.
Fonction de test : puisque T(x)/853 est 1'estimateur empirique du parameétre p3, on choisit
de rejeter I'hypothese nulle lorsque T(x) prend de grandes valeurs. La fonction de test
correspondante s’écrit p(x) = L1(x)>s.
Loi de T(X) sous I'hypothése p3 = 30% : si X ~ Pg3, T(X) ~ 8(853,0.3). On peut ici utiliser
I'approximation gaussienne. Dans ce cas, on sait que si X ~ Pg3, T(X) peut étre approchée
par la loi N(255.9,179.13). Choisir s tel que Po3({x, T(x) > s}) < 0.05 revient donc a choisir s

tel queP(N > S259 ) <0.05,0uN ~ N(0,1). Alors =222 = 1,645 convient, d’oi1 s = 277.92.

V179.13 Vi79.13
On prend donc s = 278, i.e. (x) = Lr(x)>278.

Ici, T(x) = 256 donc on ne rejette pas I’hypothese : p3 < 0.3 pour un niveau 5%.
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Probléme 2

On s’intéresse aux sondages Ifop du 15 mars 2012 portant sur élection présidentielle de
2012 en France. Ces sondages sont réalisés sur un échantillon représentatif de 928 personnes.
On souhaite étudier, a partir de ces sondages, la probabilité qu'une personne prise au hasard
parmi les électeurs vote pour un candidat donné. On note O cette probabilité, et on souhaite
réaliser un test de I’hypothese nulle (Hp) : "0 < 0p" contre 1’aternative (Hy) : "0 > 0p", ot O
est une valeur donnée dans ® =]0, 1].

1. Décrire la variable aléatoire X modélisant les réponses des 928 personnes sondées a la
question : "Avez-vous l'intention de voter pour le candidat en question?", puis décrire le
modeéle statistique considéré.

Préciser sous quelles conditions sur 0y cette loi peut étre approchée par une loi de Poisson
et par une loi gaussienne.
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5. On considere le premier tour des élections, dont les taux de remboursement de frais de
campagne sont régis par la loi organique du 28 février 2012. Cette loi prévoit, pour un pla-
fond de dépenses de 16,851 millions d’euros, un taux de remboursement s’élevant a 4.75%
des dépenses pour un candidat obtenant 5% ou moins des voix au premier tour, et un taux
s’élevant a 47.5% pour un candidat obtenant plus de 5% des voix. La barre des 5% est donc un
enjeu d'importance pour chacun des candidats du premier tour de 1’élection présidentielle.

a) Préciser la région critique du test de (Hp) contre (H;) de niveau a = 0.05 lorsque 6y = 0.05,
a I'aide de la table de la loi exacte de la statistique de test lorsque 6 = 0.05.

t-on?

6. Sur les 928 personnes interrogées, 92 ont répondu qu’elles avaient 1'intention de voter
pour Jean-Luc Mélenchon. Quel taux de remboursement des frais de campagne Jean-Luc
Mélenchon doit-il s’attendre a obtenir d’apres ce sondage ?

7. On s’intéresse maintenant au second tour des élections, et a la probabilité que Francois
Hollande soit élu face a Nicolas Sarkozy.

a) Préciser la région critique du test de (Hp) contre (H;) de niveau a = 0.05 lorsque 60y = 0.5,
a l'aide de la table de la loi exacte de la statistique de test lorsque 0 = 0.5.

t-on?
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8. Sur les 928 personnes interrogées, 497 ont répondu qu’elles avaient I'intention de voter
pour Frangois Hollande (53.5% d’intention de vote) contre Nicolas Sarkozy au second tour.
Que peut-on conclure (a la date du sondage) ?

Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que
P(N <q,) = alorsque N ~ N(0,1).

a 09 | 095 | 0975
Jo || 1.282 | 1.645 | 1.96

Table de la loi binomiale : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)
lorsque X suit une loi binomiale de parametres 928 et 0.05.

k 34 35 36 37 | ... | 56 57 58 59
P(X <k) || 0.032 | 0.046 | 0.064 | 0.087 | ... | 0.933 | 0.949 | 0.962 | 0.972

Table de la loi binomiale : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)
lorsque X suit une loi binomiale de parametres 928 et 0.5.

k 437 | 438 | 439 | 440 |...| 487 | 488 | 489 490
P(X <k) || 0.041 | 0.047 | 0.054 | 0.061 | ... | 0.939 | 0.946 | 0.953 | 0.959

Table de la loi de Poisson : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)
lorsque X suit une loi de Poisson de parametre 46.4.

k 34 35 36 37 56 57 58 59
P(X <k) || 0.0355 | 0.0501 | 0.0688 | 0.0923 | ... | 0.9274 | 0.9445 | 0.9582 | 0.9689

Table de la loi de Poisson : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)
lorsque X suit une loi de Poisson de parametre 464.

k 427 | 428 | 429 | 430 |...| 498 | 499 500 | 501
P(X <k) || 0.044 | 0.048 | 0.053 | 0.059 | ... | 0.944 | 0.949 | 0.954 | 0.958

34



3.5. Problemes corrigés

Correction

1. Soit X = (X3, ..., Xo2g) un 928-échantillon de la loi de Bernoulli de parametre 0, modélisant
les réponses des 928 personnes sondées, tel que X; = 1 si la i-eme personne sondée répond
avoir l'intention de voter pour le candidat, 0 sinon. Soit x = (xy,...,x928) l'Observation de
cet échantillon, X = {0,1}°?%, A = P({0,1}°?®). Pour O € O, on note Py = B(0)®?8. Le modele
statistique considéré est alors représenté par (X, A, (Pg)oco)-

2. Par ce choix d’hypotheses, on souhaite se prémunir en priorité du risque de déclarer que
0 > 0p alors qu’en réalité O < 0.

3. On considere la statistique de test T(X) = 19:2%% X; correspondant au nombre de personnes
ayant I'intention de voter pour le candidat donné parmi les 928 personnes sondées. Lorsque
0 = 0o, T(X) suit une loi binomiale de parametres (928, 0).

Si Oy < 0.1 ousi g < 5/928 c’est-a-dire si Oy < 0.0054, la loi binomiale de parametres
(928, 0p) peut étre approchée par une loi de Poisson de parametre 9280. Si 0y > 5/928 et
0o < 1-5/928 donc si Oy > 0.0054 et Oy < 0.9946, elle peut étre approchée par une loi
gaussienne d’espérance 9280 et de variance 9280y(1 — 60y).

4. On sait que T(X)/928 est un estimateur sans biais, asymptotiquement normal de 8, donc de
grandes valeurs de T(X) favorisent plutot le choix de (Hj). Par conséquent, la région critique
du test de (Ho) contre (H;) est de la forme R, = {x, T(x) > s}.

5. a) La valeur critique s doit vérifier Py o5 ({x, T(x) > s}) < 0.05, avec s € IN, ce qui est équi-
valent a Py s ({x, T(x) <s—1}) > 0.95. Or lorsque X ~ Pyo5, T(X) ~ $B(928,0.05), donc on
choisit s — 1 = 58, c’est-a-dire s = 59.

5. b) En approchant la loi $8(928,0.05) par la loi de Poisson de parametre 46.4, on obtient
s = 59 également. On obtient la méme région critique.

6. Ici, T(x) > 59, donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau a = 0.05.

7. a) La valeur critique s doit vérifier ici: Po5 ({x, T(x) <s—1}) > 0.95, avecs € IN. Or lorsque
X ~ Pys, T(X) ~ B(928,0.5), donc on choisit s — 1 = 489, ¢’est-a-dire s = 490.

7.b) Ici, on approche la loi binomiale de parametres (928, 0.5) par une loi normale d’espérance
464 de variance 232. On veut Py ({x, T(x) > s}) < 0.05, ce qui équivaut a

T(x)— 464 _ s—464 })
Pos({x, > < 0.05,
° ({ V232 V232

donc on choisit s tel que (s — 464)/ V232 > 1.645, c’est-a-dire s > 489.056 ou encore s = 490
également.

8. Ici, T(x) = 497 donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau a = 0.05.
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3.5.3 Fermeture de Megaupload
Probléme

Depuis la fermeture, le 19 janvier 2012, du site de téléchargement direct et gratuit Megau-
pload ordonnée par le gouvernement américain par l'intermédiaire du FBI, les sites légaux
de télévision en replay (télévision de rattrapage) et de vente de VOD (Video On Demand) se
félicitent d'une importante hausse de leur trafic. Sil est vrai que cette hausse est flagrante
dans les jours qui ont suivi la fermeture de Megaupload, plus d"un mois aprés, cette tendance
n’est pas si évidente.

En étudiant la fréquentation journaliere du site méreplay.fr (en pourcentage d’usagers
internet) sur 6 mois, on peut supposer qu’elle s’éléve en moyenne avant le 19 janvier a 0.02.
Les fréquentations journalieres de m6replay . fr (en pourcentage d'usagers internet) relevées
aintervalles réguliers entre le 20 janvier et le 29 février 2012 s’établissent de la fagon suivante
(source : Alexa).

| 0.026 [ 0.016 | 0.027 | 0.015 | 0.024 | 0.016 | 0.023 | 0.018 | 0.028 | 0.016 | 0.026 |

On suppose que la fréquentation journaliere de méreplay . fr apres le 20 janvier suit une loi
normale d’espérance m, d’écart-type o.

1. Décrire la variable aléatoire X modélisant les données et le modéle statistique considéré.

On en déduit qu’il n’est pas aberrant de supposer que o = 0.005. Que faudrait-il faire pour
pouvoir l'affirmer avec plus de certitude ?

On suppose donc dans les questions suivantes que o = 0.005.

3. Décrire le nouveau modele statistique considéré.

4. On souhaite tester 1'hypothese nulle (Hp) : m = 0.02 contre I’alternative (Hj) : m > 0.02.

a) De quel risque se prémunit-on en priorité en considérant ces hypotheéses ?
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c) Choisir la forme de la région critique du test :

R(Ho) = {x, T(x) < s}

Ry = {2, [T(x)] = s}

{
Ho) - {x T(x) Z S}

{
Ry = {x, |\/_T()(§)000502 2 s}

O O o o

Justifier la réponse.

d) On veut construire un test de niveau @ = 5%. Représenter sur un graphe commenté la
valeur de s qu’il faut prendre pour que le test soit bien du niveau choisi.

Déterminer précisément la valeur de s a I'aide des tables statistiques de la loi normale centrée
réduite.

f) Donner une valeur approchée de la p-valeur du test et expliquer pourquoi cette valeur
corrobore la conclusion précédente.

g) Donner une valeur approchée de la puissance du test pour m = 0.024.
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4. Construire maintenant un test de I’hypothese nulle (Hp) : m > 0.02 contre l'alternative
(H1) :m =0.02, de niveau 5%. Quelle est la conclusion du test ? Que peut-on en dire ?

Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que
P(N <q,) = alorsque N ~ N(0,1).

a 0.9 0.95 | 0.975
Jo || 1.282 | 1.645 | 1.96

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(N < q)
lorsque N ~ N (0, 1).

q 01,02 03 |04] 05|06 |07|08] 09 1 1.1 | 1.2
P(N<gq) | 054|058 |0.62 | 066|069 ]|0.73|076|0.79 | 0.82| 0.84 | 0.86 | 0.88
q 13 |14 |15 |16 | 1.7 | 1.8 | 19 2 21 | 22 | 23 | 24
P(N<g) (090 |092]093|095 |09 |096 | 0.97 | 098 | 098 | 0.99 | 0.99 | 0.99

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs den et de a € [0, 1], t;, » tel que
P(T < t,,) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a || 09 [ 095 ]| 0975
foe || 1.372 | 1.812 | 2.228
f1. || 1.363 | 1.796 | 2.201
fo. || 1.356 | 1.782 | 2.179
f3q | 1.350 | 1.771 | 2.160
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Correction

1. Soit X = (X1,...,X11) un 11 échantillon de la loi N(m, %) modélisant les fréquentations
journaliéres pour les 11 jours relevés. Soit x = (x1,...,x11) I'observation de cet échantillon. Le
modele statistique considéré est représenté par (X, A, (Pp)oco), avec X = R, A = BRY),
© = [0,100] X R%, et pour 0 = (m, 0%) € ®, Pg = N(m,c?)®, c’est-a-dire la loi d'un 11-

échantillon de la loi normale d’espérance m et de variance ¢°.

2. L'estimateur empirique del’écart-type o est donné par S(X) = \/ L 11:11 (X; — X)?.Sa valeur
est S(x) = 0.00516. Il n’est donc pas aberrant de supposer que o = 0.005. Pour pouvoir 1"affir-
mer avec plus de certitude, on peut envisager un test de (Hp) : 0 = 0.005 contre (H;) : ¢ # 0.005.

3. Le nouveau modele statistique considéré est représenté par (X, A, (P)meo), avec X = R,
A = B(R"), ©® = [0,100], et pour m € ©, Py, = N (m,0.005%)®1 ’est-a-dire la loi d’un 11-
échantillon de la loi normale d’espérance m et de variance 0.0052.

4. a) On se prémunit en priorité du risque de déclarer que la fréquentation journaliere de
méreplay. fr a augmenté depuis la fermeture de Megaupload a tort.

b) On peut choisir par exemple T(X) = V11 %f(%gz dont la loi lorsque X suit la loi Py g, est une
loi normale centrée réduite.

¢) On choisit la forme 2. De grandes valeurs de T(X) impliquent de grandes valeurs de X.
Or, puisque X est un estimateur sans biais et asymptotiquement normal de m, de grandes
valeurs de X favorisent plutot le choix de (Hy) donc le rejet de (Hp). On choisit donc de rejeter
(Ho) au profit de (Hp) lorsque T(x) dépasse une certaine valeur critique s.

d) L'équation du niveau s’écrit Py p2(Rx,)) = 0.05. Si X ~ Ppo2, on a vu que T(X) ~ N(0,1),
donc on prend s = 1.645.

e) Ici, T(x) = 0.9045, donc on ne rejette pas (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.

f) La p-valeur du test est donnée par p(x) = Poo2({x, T(x) > 0.9045}) ~ 1 - F(0.9) ~ 0.18, ou F
est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On a p(x) > 0.05, ce qui veut
dire que 0.9045 < s donc on ne rejette pas (Hp) pour un niveau 5%.

g) Puissance du test pour m = 0.024 :

x —0.024 0.024 - 0.02
.024) =P 11— >1.645- V11— |~ 1 - F(-1) ~ 0.84.
7(0.024) = Fooos ({x V5505 21645 - VIl }) (1) =08
4. Cette fois, REHo) = {x, T(x) < —1.645}, donc on ne rejette pas (Hp) au profit de (H;) pour un
niveau 5%. Les deux conclusions semblent contradictoires. Elles ne le sont pas en fait, car on
ne place pas le meilleur niveau de confiance dans la méme conclusion. On se prémunit ici en
priorité du risque de déclarer que la fréquentation n’a pas bougé alors qu’elle a augmenté.
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3.5.4 Crise publicitaire pour M6
Probléme

D’apres I’Agence France-Presse, en 2010, la crise publicitaire semble dépassée pour la chaine
de télévision M6. En 2009, la chaine enregistrait des recettes publicitaires mensuelles de 50.5
millions d’euros en moyenne. Ces recettes s’établissent pour les douze mois de I’année 2010
(en millions d’euros) a

1506 | 62.6 [ 51.7 | 55.1 [ 52.3 | 62.3 [ 60.2 | 66.8 | 42.6 | 53.2 [ 51.2 | 61.6 |

Peut-on conclure a une réelle reprise des investissements publicitaires sur M6 ?

On suppose que les recettes publicitaires mensuelles (en millions d’euros) pour 2009 suivent
une loi normale d’espérance 50.5 de variance 02, et que ces recettes pour 2010 suivent une
loi normale, d’espérance m inconnue, de méme variance a2.

On soubhaite tester I'hypothese nulle (Hyp) : m = 50.5 contre 1’alternative (H;) : m > 50.5.

1. De quel risque se prémunit-on en priorité en considérant ces hypotheses de test ?

2.0On suppose dans un premier temps que 02 est connue égale a 9. Décrire la variable aléatoire
X = (Xj,...,X12) modélisant les données et le modeéle statistique (X, A, (Pg)oeco) considéré.

3. Quelle statistique de test notée T(X) choisira-t-on ? (Entourer la réponse)

a) T(X) = X, avec X = &5 211221 X;.
b) T X) \/_X 50. 5

X505 2 12 vy 2
o) T(X) = V12X305 e ot S2(X) = & Y12 (X — X)2.

d) T(X) = V2

2(X)

4. Quelle est la loi de cette statistique de test sous '’hypothese (Hp) ?
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3.5. Problemes corrigés

5. On considere deux tests distincts dont les régions critiques et les fonctions de tests sont
respectivement R(lHO) = {x, T(x) < s1}, P1(x) = LipT()<s,) et R(ZHO) = {x, T(x) > s2}, Pa(x) =
1 {x,T(x)=s}+

Déterminer les valeurs de s et s, pour que les deux tests ¢ et ¢, soient de taille 5%. Justifier
les réponses en s’aidant d"un graphe.

Détermination de sy :

7. Quel test choisira-t-on sur la base de ces puissances ? Ce choix est-il en accord avec 1'in-
tuition ? Expliquer.

2

8. Dans un second temps, on ne suppose plus la variance 0° connue. Décrire le nouveau

modele statistique (X", A’, (P})geer) considéré.

9. Parmi les statistiques de test proposées dans la question 3, laquelle choisira-t-onici ? Quelle
est sa loi sous (Hp) ?

10. Déterminer la fonction de test ¢ correspondant a un test intuitif construit sur T(X), de
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taille 5%. Donner la conclusion de ce test.

Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne :

P(N <gq,) = alorsque N ~ N(0,1).

24

0.9

0.95

0.975

da

1.282

1.645

1.96

on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(N < q)
lorsque N ~ N(0,1).

q

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.1

1.2

P(N <gq)

0.54

0.58

0.62

0.66

0.69

0.73

0.76

0.79

0.82

0.84

0.86

0.88

q

1.3

14

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

24

P(N <q)

0.90

0.92

0.93

0.95

0.96

0.96

0.97

0.98

0.98

0.99

0.99

0.99

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], t,, » tel que

P(T < ty0) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a || 09 | 095 [ 0975
fog || 1.372 | 1.812 | 2.228
f1q || 1.363 | 1.796 | 2.201
toq || 1.356 | 1.782 | 2.179
faq || 1.350 | 1.771 | 2.160
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Correction

1. On privilégie '’hypothese (Hp) dans le sens ot I'on souhaite la conserver tant qu’'on n’a
pas suffisamment de preuves pour affirmer qu’elle est fausse. On souhaite ainsi se prémunir
en priorité du risque de déclarer que les recettes publicitaires de M6 ont augmenté de fagon
significative alors qu’elles ont stagné.

2. Soit X = (Xj,...,Xj12) un 12 échantillon de la loi NV(m, 6%) modélisant les recettes publici-
taires pour les 12 mois de I'année 2010. Soit x = (x1, ..., x12) 'observation de cet échantillon.
Le modeéle statistique considéré est représenté par (X, A, (Pg)oco), avec X = R'2, A = B(R"?),
® =Ry, etpour 0 € ®, Pg = N(O, 9)%12 (’est-a-dire la loi d’un 12-échantillon de la loi nor-
male d’espérance 0 et de variance 9.

3. a) et b) sont possibles. On choisira ici b).
4. Sous (Hp), T(X) suit une loi normale centrée réduite.
5.51 = —1.645 et sp = 1.645.

6. Si F désigne la fonction de répartition d"une loi normale centrée réduite, la puissance du
test (1 est égale a y1 = Psp({x, T(x) < —1.645}) = F(-1.5/(3/ \/Z12)) —1.645) ~ 0 et la puissance
du test ¢ est égale a y2 = Psp({x, T(x) > 1.645}) =1 - F(-1.5/(3/ \/212)) + 1.645) ~ 0.535.

7. On choisit le deuxiéme test. En effet, si T(x) prend de grandes valeurs, ¥ prend aussi de
grandes valeurs, et puisque X est un estimateur sans biais asymptotiquement normal de m,
on rejettera (Hp) au profit de (Hy).

8. Modeéle statistique : X’ = X = RZ2, A =A 6O =R, X R, et pour 0 = (m, 0?) € @, on note
P} = N(m, 0%)&12,

9. ¢) Sous (Hp), T(X) suit une loi de Student a 11 degrés de liberté.

10. Ici Ry = {x, T(x) = s}, p(x) = Lix,1(x)2s) avec s = 1.796. On a T(x) = 2.69 donc on rejette
bien I'hypothese (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
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Chapitre 4

Tests de Neyman-Pearson, tests
uniformément plus puissants

Pour ce chapitre, on se référe en particulier a 'ouvrage de Lehmann et Romano [15].

4,1 Tests randomisés

Le contexte des tests non randomisés est en quelque sorte idéal dans le sens ou1, au vu d"une
observation x, on décide si 1’on rejette ou non (Hp) au profit de (H;). On se place ici dans
un contexte otl, pour certaines valeurs de x, il peut étre difficile de prendre une décision
(exemple des tests construits sur une statistique de loi discrete). On est alors amené a utiliser
un test randomisé, ot 1’on considere que pour certaines valeurs de x, la valeur ¢(x) de sa
fonction de test peut étre un nombre strictement compris entre 0 et 1 définissant la probabilité
de rejeter (Hp) au profit de (H;) avec 1’observation x.

Définition 17 (Test randomisé). On appelle test randomisé un test dont la fonction de test est
une statistique ¢ de X dans [0, 1]. Pour une observation x de X telle que ¢(x) = 1, on décide de rejeter
(Ho) au profit de (Hy), pour x telle que ¢p(x) = 0, on décide de ne pas rejeter (Ho) au profit de (Hy),
enfin, pour x telle que ¢(x) €]0, 1[, on décide de rejeter (Ho) au profit de (Hy) avec probabilité ¢(x).

Remarque. L'intérét des tests randomisés est avant tout théorique. Dans la pratique, ils ne
sont que tres rarement utilisés.

Interprétation. On peut voir un test randomisé comme la premiere partie d"un processus de
décision en deux étapes. Au vu de I'observation x,

1. On définit une probabilité ¢(x) de rejeter (Hp) au profit de (Hy).

2. On réalise un tirage aléatoire dans {0, 1} selon une loi de Bernoulli de parametre ¢(x).
On note y la valeur obtenue, Y la variable aléatoire dont elle est issue.

On décide finalement de ne pas rejeter (Hp) au profit de (H;) si y = 0, et de rejeter (Hp) au
profitde (Hy)siy = 1.

La loi de Y est définie par sa loi conditionnelle sachant X = x (qui ne dépend pas de 0), i.e.

LYX = x) = B(p(x)).
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Onadonc:
E[YIX =x] = ¢(x) ie. E[YIX] = ¢(X),
et
E[Y] = E[E[YIX]] = E[p(X)],
d’ou

Y ~ B(E[(X))).

Risque de premiére espéce, niveau et taille

Définition 18 (Risque de premiere espece). Le risque de premiere espece d'un test randomisé
¢ est 'application, notée a qui a chaque Oy € Oy associe la probabilité Pg, de rejeter (Hp) avec ¢ :

o Z@O - [0,1]
0o +  a(0o) = Eg,[¢(X)].

Définition 19 (Risque de premiere espece maximal). Le risque de premiere espece maximal
d’un test randomisé ¢ est donné par sup, .o, a(6o).

Définition 20 (Test randomisé de niveau/taille ag). Soit ag € [0, 1].
Un test randomisé ¢ est de niveau oy si son risque de premiére espéce maximal est inférieur ou égal
dagie. :

sup a(6o) < ag (inéquation du niveau).

606@0

Un test ¢ est de taille g si son risque de premiere espece maximal est égal a ag i.e. :

sup a(6o) = g (équation de la taille).
90€®0

Risque de deuxieme espece, puissance

Définition 21 (Risque de deuxiéme espece). Le risque de deuxiéme espece d’un test randomisé
¢ est I'application, notée  qui a chaque 01 € O associe la probabilité Py, de ne pas rejeter (Hp) au
profit de (Hy) avec ¢ :

g:0, — [0,1]
01 = p(61) = Eg,[1 - p(X)].

Définition 22 (Fonction puissance). La fonction puissance d’un test randomisé ¢ est I'applica-
tion, notée y, qui a chaque 01 € Oy associe la probabilité Py, de rejeter (Ho) au profit de (H;) avec
¢ :
y 101 — [0,1]
01 = 1-p(61) = Eg, [9(X)].
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4.2 Tests uniformément plus puissants (UPP), tests sans biais

Définition 23 (Test UPP). Soit ¢ et ¢ deux tests de niveau a, dont les fonctions puissance sont
respectivement notées y et yy. Le test ¢ est uniformément plus puissant (UPP, en anglais UMP)
que le test V) si pour tout 01 € @4,

Vo(01) = yy(61).

Définition 24 (Test UPP(«)). Un test est dit uniformément plus puissant parmi les tests de
niveau a, noté UPP(x), s'il est de niveau « et s’il est uniformément plus puissant que tout test de
niveau a.

On montre dans la proposition suivante qu'un test UPP(«) est nécessairement de taille a.

Proposition 2. Soit 0 < a < 1 et soit ¢* un test de taille " < a. Alors, il existe un test ¢ de taille o
uniformément plus puissant que ¢*.

Preuve. On pose
—_— a*

600 = ¢’ + T (1= ")) 1)

Ona0 < % < 1, donc ¢(x) € [0,1] pour tout x € X : ¢ définit bien un test, et pour tout
0o € Op, Egl¢p] < (1 - ‘f:g:)Ego [p°]+ ﬁ‘:g < (1 - ‘f:g:)a* + % < a. Par ailleurs, étant donné
e > 0, puisque ¢ est de taille a”, il existe Oy € Op tel que a* — ¢ < Eg[¢"] < a". Par (4.1), on
aalorsa* — ¢ + ‘i‘:g (1-a") < Epeldp], dott a — € < Eg[@]. Le test ¢ est donc de taille a. De
plus, comme ¢*(x) < ¢(x) pour tout x, pour tout 01 € Oy,

Eg,[¢"] < Eg,[o].

Par conséquent, ¢ est UPP que ¢".

Remarque. Sauf dans quelques cas particuliers (que l'on étudiera dans la suite du cours),
il n’existe pas en général de tests UPP(a). On exigera alors d’un test qu’il soit au minimum
sans biais.

Définition 25 (Test sans biais). Un test ¢ de taille a, de puissance yy, est sans biais si pour tout
01 € ©4,
Vo(01) = a.

Remarque. Un test constant ¢ de taille a est défini par ¢(x) = a, pour tout x € X. En d’autres
termes, quelle que soit 1’'observation x € X, le test ¢ conclut au rejet de (Hp) avec une proba-
bilité a. Un test sans biais est donc un test UPP que le test constant - qui ne tient pas compte
de l'observation.

Proposition 3. Un test UPP(a) est sans biais.

4.3 Tests d’hypotheses simples - Lemme fondamental de Neyman-
Pearson

On considere ici un modeéle statistique (X, A, {Pg}pce) dominé par une mesure (i, et on note
L(x, 0) sa vraisemblance.
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Chapitre 4. Tests de Neyman-Pearson, tests uniformément plus puissants

On étudie le probléme de test de
(Ho) : 6 =6y contre (Hy) : 6 =06,

avec 0y, 01 € O.

Contrairement au cadre général, les puissances de deux tests différents sont dans ce cadre
toujours comparables. On peut donc espérer pouvoir trouver un test UPP(«a).

Ce probleme de test d'une hypothése simple contre une hypothese simple peut paraitre
simpliste et irréaliste, et c’est trés souvent le cas. Cependant, I’étude de ce probleme s’étendra
a des cas plus complexes - et plus réalistes.

Définition 26 (Test de Neyman-Pearson). Un test de Neyman-Pearson est un test de la forme :

1 si  L(x,61) > kL(x, 69)
P(x) =1 c(x)€[0,1] si L(x,61) = kL(x, 6p)
0 si  L(x,61) < kL(x, 69)

Remarques.
— Si Pg,({x, L(x, 01) = kL(x, 69)}) = 0, c = 0 ou ¢ = 1, le test de Neyman-Pearson est un
test non randomisé.
— On ne considere dans la suite que des tests de Neyman-Pearson avec ¢ constante.

Proposition 4 (Existence). Pour tout a €]0, 1[, il existe un test de Neyman-Pearson de taille o avec
¢ constante.

Preuve. Soit ¢ un test de Neyman-Pearson avec k > 0 et ¢ constante. ¢ est de taille o si et
seulement si

Eg,[(X)] = Pg,({x, L(x, 01) > kL(x, 60)}) + cPg,({x, L(x, 61) = kL(x, 60)}) = a.

Puisque Pg,({x, L(x, 8p) = 0}) = 0,

_ L(x, 91) L(X, Ql) _
EQO [QD(X)] = PQO ({X, L(X, 60) > k}) + CPQO ({x, L(X, 90) = k}) .

La fonction t — Pg, ({x, égg;; > t}) étant le complément a 1 d"une fonction de répartition, est

décroissante de 1 a 0. Par conséquent, on peut prendre

k= inf{t >0, P, ({x ig Z(l); > t}) < a}.

L(X, 61) L(x/ 91)
P ———~>ks|<a<P g >kyl.
% ({x, L(x, 6) g }) =@ =T ({x L(x, 0p)
Ainsi, si Py, ({x, % = k}) = 0, en prenant ¢ = 0, on obtient bien un test de taille a. Sinon,

on prend
- P, (5ot > )

Poo (| Ty = )

On a alors

Cc =
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4.3. Tests d’hypotheses simples - Lemme fondamental de Neyman-Pearson

Remarque. Si o = 1, le test constant ¢ = 1 est de taille « et correspond a un test de Neyman-
Pearson aveck = 0, etc =1.Sia = 0, le test ¢(x) = 11 g,)=0 st un test de Neyman-Pearson
de taille & avec k = +o0 et c = 1, a condition de prendre comme convention (+c0) X 0 = 0.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un test soit UPP(«)
pour le probleme de test de

(Hp) : 8 =6y contre (Hy) : 6 =06
considéré.

Théoreme 2 (Lemme fondamental de Neyman-Pearson). Soit a €]0, 1[.
(1) Un test de Neyman-Pearson de taille o est UPP(av).
(ii) Réciproquement, un test UPP(a) est un test de Neyman-Pearson de taille .

Preuve.

(1) Soit ¢ un test de Neyman-Pearson avec k > 0 et ¢ constante, de taille «, et ¢* un test de
niveau a : Eg [¢"] < a.

Ona ¢(x) =1 > ¢*(x) si L(x,01) > kL(x,0p), et p(x) = 0 < ¢*(x) si L(x,01) < kL(x, Op).
Donc pour tout x € X, (p(x) — ¢d*(x))(L(x, 01) — kL(x, 6p)) = 0, et fX((p(x) - ¢"(x))(L(x, 01) —
kL(x, 09))du(x) > 0. D’ou

Eo,[6(X)] ~Eo,[9"] = k(Egy[¢] - Eg[¢"D 4.2)
> ka - Eq,[9']) (4.3)
> 0. (4.4)

En conclusion, Eg, [¢(X)] > Eg,[¢"(X)], ce qui signifie que ¢ est UPP que ¢".

(if) D’apres la proposition 4, il existe un test de Neyman-Pearson ¢ de taille a. Soit par
ailleurs ¢* un test de niveau a, UPP(a). D’apres (i), ¢ est UPP(«r). Par conséquent, [Eg, [¢(X)] =
Ep,[¢*(X)]. On a vu par ailleurs dans la preuve de (i) que (¢(x) — " (x))(L(x, 01) —kL(x, 6p)) > 0.
D’ou

fx (P(x) = " (0)(L(x, 61) — kL(x, 60))dp(x) Eg,[¢] — Eg,[¢"] + k(Eq,[¢7] — Eq,[¢1)(4.5)

= K(Eq,[¢"] - Eo,[9)) (4.6)
= k(Eq,[¢"] - ) (4.7)
> 0. (4.8)

On a donc Eg,[¢"(X)] > a. Comme ¢~ est de niveau a, ¢* est de taille « et

fX (O() - & L, 02) — KL, 00)du(x) = O,

ce qui veut dire que p-p.p. (¢(x) — ¢*(x))(L(x, 61) — kL(x, 6p)) = 0 ou que ¢(x) = ¢*(x) pour
p-presque tout x tel que L(x, 01) # kL(x, Op). On conclut que ¢* est un test de Neyman-Pearson.

Remarque. Si T est une statistique exhaustive pour le modele, d’apres le théoreme de fac-

torisation, on a L(x, 8g) = hg,(T(x))h(x) et L(x, 01) = hg,(T(x))h(x), donc un test de Neyman-
Pearson dans ce cadre ne dépend des observations qu’au travers de T(x).
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Chapitre 4. Tests de Neyman-Pearson, tests uniformément plus puissants

Tests de Neyman-Pearson pour des modeles a rapport de vraisemblance monotone

Dans des cas o1 © C IR, les familles de lois a rapport de vraisemblance monotone permettent
de simplifier I'écriture des tests de Neyman-Pearson, et de se ramener souvent a un test
qu’on aurait pu construire de fagon completement intuitive.

Définition 27 (Modéle a rapport de vraisemblance monotone). Le modele statistique (X, A, {Pgloco)
avec © C R est dit a rapport de vraisemblance (strictement) monotone en une statistique T si
pour O < 0’, il existe une fonction hg o : R — R, (strictement) monotone, telle que

L(x,0")
L(x, 0)

= hg,o(T(x)).

Il est dit a rapport de vraisemblance croissant, strictement croissant, décroissant, strictement décrois-
sant en T(x) si hg g l'est.

Remarque. Un modeéle a rapport de vraisemblance (strictement) croissant est aussi un mo-
dele a rapport de vraisemblance (strictement) décroissant (il suffit de considérer la statistique
—T et la fonction x - hg g (—x)) et vice versa.

Dans la suite, on ne considérera donc que des modeles a rapport de vraisemblance croissant.

Exemple fondamental : modéles exponentiels de statistique privilégiée T.

Proposition 5. Si le modele (X, A, {Pgloco) avec ©® C R est a rapport de vraisemblance croissant
en T(x), le test défini de la facon suivante est un test de Neyman-Pearson.

Si 6Oy < 0y,
1 si T(x)>k
P(x)=¢c si T(x)=k
0 si Tx) <k

Si 6y > 04,
1 si T(x)<k
o(x)=¢c si T(x)=k
0 si T(x)>k

4.4 Tests d’hypothéses composites

4.4.1 Extension du Lemme de Neyman-Pearson

Sile lemme fondamental de Neyman-Pearson s’applique a un probléme de test d’hypotheses
simples, ses conséquences s’étendent en fait a certains problemes de tests d’hypotheses
composites.

Proposition 6. Soit (X, A, {Pgleco) un modele statistique dominé par une mesure |1, de vraisem-
blance notée L(x, 0). Soit ©y C © et ©1 C O, avec Oy N O = 0. Soit ¢ un test de niveau « de (Ho)
0 € ©g contre (Hy) 0 € ©;. S'il existe Op € Oy tel que Eg,[p] = a et si, pour tout 01 € Oy, il existe
un nombre k positif vérifiant :

- ¢(x) = 1si L(x, 01) > kL(x, Op),

- ¢(x) = 05si L(x, 01) < kL(x, Op).

Alors ¢ est UPP(a).
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4.4. Tests d’hypothéses composites

Preuve. Soit ¢* un test de niveau a de (Hp) 0 € ©p contre (H;) 0 € ©;. Soit 0; € ;. On
considere le probléme de test de

(Hp) : 0 = 0 contre (H) : 0 = 0.
Pour ce probleme, ¢ est un test de Neyman-Pearson de taille a. Il est donc UPP(ar). On a par

ailleurs, Eg,[¢*(X)] < supyg, Eol¢*(X)] < a d’ott Eg, [¢(X)] = Eg, [¢*(X)].

4.4.2 Tests unilateéres

On considere dans les paragraphes suivants un modele (X, A, {Pg}pep), avec ® C R, arapport
de vraisemblance monotone.

Tests unilateres de (Hy) : 6 = 0y contre (Hy) : 6 > 6.

Theoreme 3. Soit (X, A, {Poleco) un modele statistique a rapport de vraisemblance strictement
croissant en T(x). Pour tout o €]0, 1[, il existe un test de taille « UPP(«) de la forme :

1 si Tx)>k
P(x)=qc si T(x)=k
0 si T(x) <k

Preuve. Soit 0’ > 0y. On considere le test de Neyman-Pearson de taille « de
(Ho) : 6 =0 contre (H]) : 6 =0".

On a vu que ce test s’écrit sous la forme

1 si Tx)>k
P(x)=q ¢ si Tx) =k
0 si T(x)<k.

Soit maintenant 01 > 0p, puisque éggé; = heg,,6,(T(x)) avec hg, g, strictement croissante, il

existe k; tel que T(x) > k équivaut a L(x, 01) > kiL(x, Op) et T(x) < k équivaut a L(x, 01) <
k1L(x, 6p). D’aprés la proposition précédente, on a donc que ¢ est UPP(a) de (Hp) : 0 =
6o contre (Hy) : 6 > 0.

Tests unilateres de (Hy) : 6 = 0y contre (Hy) : 0 < 0.

De la méme fagon, on a le théoréme suivant.

Theoreme 4. Soit (X, A, {Poloco) un modele statistique a rapport de vraisemblance strictement
croissant en T(x). Pour tout a €]0, 1], il existe un test de taille « UPP(a) de la forme :

1 si T(x)<k
o(x)=4qc si Tx)=k
0 si T(x)>k
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Tests unilateres de (Hy) : 6 < 6y contre (Hy) : 6 > 0.

Theoreme 5 (Théoreme de Lehmann). Soit (X, A, {Pg}oco) un modele statistique a rapport de
vraisemblance strictement croissant en T(x). Pour tout a €]0, 1], il existe un test de taille « UPP(«)
de la forme :

1 si Tx)>k
o(x)=¢c si T(x)=k
0 si T(x)<k.

De plus, la taille o de ¢ est atteinte pour O = g i.e. supyg, Eol¢(X)] = Eg,[¢(X)] = .

Preuve. On sait qu’il existe un test ¢ tel que Eg [¢(X)] = a de la forme :

1 si Tx)<k
o(x)=¢c si T(x) =k
0 si T(x)>k

Soit 8’ < 0”. Puisque LL((J;G/,/)) est une fonction strictement croissante de T(x), ¢ est un test de

Neyman-Pearson pour le probleme de test de (Hj)) : 6 = 6’ contre (H]) : 6 = 0”. D’apres
le lemme fondamental de Neyman-Pearson, pour tout test ¢ tel que Eg/[¢*(X)] < Eg'[¢p(X)],
Eo[$(X)] 2 Egr[¢* (X)].

Soit 0" = Oy, 0”7 = O > Op, et " un test de niveau a pour le probleme de test inital de
(Ho) : 0 < g contre (Hy) : 0 > 0p. Alors Eg,[¢*"(X)] < SUPgeg, Eo[¢p*(X)] < a = Eg,[¢(X)]
donc Eg[¢*(X)] < Ep[¢(X)]. Le test ¢ est UPP que ¢".

Il reste a montrer que ¢ est de taille a pour le probleme de test initial de (Hp) : 6
6o contre (Hy) : 6 > 6.

Soit maintenant 0’ < 0y, 0" = Op et ¢" le test constant égal a Eg/[¢(X)]. Alors Eg/[¢p*(X)] =
Eo[¢(X)] donc Eg,[¢(X)] = Eg,[¢"(X)]. c’est-a-dire Eg,[p(X)] = Eg[¢(X)]. On a donc pour
tout 0" < Oy Eg'[p(X)] £ Eg,[p(X)] = a, et SUPg<p, Eo[¢p(X)] = Eg,[(X)] = a.

IA

Remarque. Dans cette preuve, on a montré que ¢ est de Neyman-Pearson pour tout probleme
de test de (H)) : 6 = 0’ contre (H]) : 6 = 0", avec 0’ < 0", donc il est sans biais et
Eg [(P(X)] < Egr [QD(X)] sauf si Pgr = Pgr.

En effet, si Eg[¢(X)] = Egr[¢(X)] et si ¢* est le test constant de taille Eg/ [(p(X)], ¢* a la
méme puissance que ¢ donc il est UPP parmi les tests de niveau Eg [¢(X)]. Il est donc de
Neyman-Pearson et L(x, 0") = kL(x,0”) u p.p. Comme L est une vraisemblance, k = 1 d’ou
P@/ = PQH.

On en déduit que si le modele est identifiable, la fonction 0 — Eg[¢(X)] est strictement
croissante.

4.4.3 Tests bilateres

On construit ici des tests bilatéres "optimaux" (en un certain sens) dans le cadre de modeles
exponentiels a rapport de vraisemblance strictement monotone.

Théoreme 6 (Lemme de Neyman-Pearson généralisé (admis)). Soit Py, Py, ..., Py des pro-
babilités sur (X, A). Il existe une mesure o-finie u telle que dP; = f;du (par exemple, u = Z?j{l P;).
On note Ei[p(X)] = f ¢(x) fi(x)du(x). On note C,, 'ensemble des tests ¢ vérifiant les contraintes

Ei[¢(X)] = c1, E2[¢(X)] = 2, ..., En[@(X)] = ¢,
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pour des réels c1,¢y, ..., Cp fixés.
(1) I existe un test ¢ dans C,, maximisant E,,q[p(X)].
(ii) Tout élément ¢ de Cyy, de la forme

_ 1 si fua() > X kifi(x)
o) _{ 0 s o) < LI kfi)

maximise Ey1[P(X)].
(iit) Tout élément ¢ de C,y, de la forme

1 si fun@) > L kifi(x)
¢() _{ 0 si fm+1(x) < Z?ii ki fi(x)

avecky; >0,...,ky > 0 maximise E,11[P(X)] parmi I'ensemble de tous les tests tels que
E1[¢p(X)] < c1, E2[p(X)] < c2, ..., En[p(X)] < cp-

(iv) L'ensemble C,,, = {(E1[¢(X)], ..., Enl@(X)]), ¢ : (X, A) — ([0,1], B([0, 1]))} est convexe fermé.
Si(c1,...,Cm) est un point intérieur de Cy,, il existe un test de Neyman-Pearson généralisé dans C,,
et tout test de Cy, maximisant E,,.1[(p(X)] est un test de Neyman-Pearson généralisé.

Preuve. On trouvera la preuve de ce théoréme dans [15].

Tests bilateres de (Hp) : 6 < 61 ou 6 > 0, contre (Hy) : 0 €]61, 0,][.

Theoreme 7. Soit (X, A, {Pgleco) un modele exponentiel général dominé par une mesure u, dont
la vraisemblance est donnée par :

L(x, 0) = C(0)h(x)e"OTE),

On suppose que 1) est strictement croissante, de telle fagon que le modele considéré soit a rapport de
vraisemblance strictement croissant en T(x). Pour tout a €10, 1], il existe un test de taille « UPP(a)
de la forme :

1 si k1 <T(x) <k
P(x) =1 croucy si T(x)=ksouky
0 si T(x) <kyouT(x)> k.

De plus, la taille a de ¢ est atteinte pour O = 01 et O = 0, i.e. SUPg.g, Eo[¢p(X)] = Eg,[¢(X)] = a
et supgsg, Eolp(X)] = Eo,[¢(X)] = a.

Preuve.

L'ensemble C, = {(Eg,[¢], Eo,[¢]), ¢ : (X, A) — ([0,1], B([0,1]))} (appelé diagramme des
puissances) est convexe et contient la diagonale de [0, 1].

Pour tout test ¢ de Neyman-Pearson de taille « pour le probléeme de test de (Hp) : 0 = 0;
contre (Hy) : 0 = 0, la puissance Eg,[((X)] est strictement supérieure a a sauf si Pg, =
Pg, (voir remarque qui suit le théoreme de Lehmann) ce qui est exclu car n est supposée
strictement croissante. On peut faire le méme raisonnement pour le probleme de test de
(Ho) : 0 = 0, contre (Hy) : 0 = 01 ce qui permet de conclure avec la convexité de C, que
pour tout ¢, le point (a, a) est intérieur a Cs.
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Soit 01 < 0’ < 0,. D’apres le lemme de Neyman-Pearson généralisé, tout test qui maximise
Eo/[¢(X)] sous les contraintes Eg, [((X)] = Eg,[¢(X)] = a est de la forme :

( ) _ 1 si L(X, 9/) > k1L(x, 91) + kzL(x, 92)
Pal®) =910 si L(x,0) < kiL(x,0;) + koL(x, 6)

ou encore, au vu de 'expression de la vraisemblance,

1 si a1t T® 4 gyet2T®) < 1
Palx) = 0 si a1 TW 4 gret2T®) > 1 7

avec a1 = ki agd, a2 = kagigd, by = n(61) — n(0") < 0, by = n(02) = (") > 0.

On ne peut avoir a; < 0 eta; < 0, sinon, kj et k, seraient tous les deux négatifs, et ¢, =1, ce
qui est impossible puisque Eg, [¢(X)] = ¢ et que a < 1.

Onne peut pasavoira; > 0etay < 0, nil"un des deux égal a 0 car sinon 11617 4,027 gerait
strictement monotone en T(x), donc la fonction 0 = Eg[¢,(X)] serait elle aussi strictement
monotone (voir raisonnement de la remarque qui suit le théoreme de Lehmann), ce qui
contredirait Eg, [ (X)] = Ep,[¢a(X)] = a.

Onadonca; > 0etay > 0. La fonction ¢ définie par g(y) = a1e"¥ +axe?V est alors strictement

décroissante sur | — oo, yp] puis strictement croissante sur [y, +oo[ avec yo = 1721_171 In (_uilbil )
On adonc

|1 si K, < T(x) <k
Pal® =30 & T < K ou T(x) > k),

ce qui veut dire qu’il est du type du test énoncé (a noter qu’on peut le prendre constant sur
{x, T(x) = c;} puisque T(x) est exhaustive).
Montrons maintenant que le test obtenu est bien de taille a.
Soit 0" < 0, (le raisonnement est similaire pour 6" > 0,).
D’apreslelemme de Neyman-Pearson généralisé, un test ¢/, tel que Eg, [¢,,(X)] = Ep,[¢(X)] =
a et
sy ) 1 st L(x,07) <k L(x, 61) + kjL(x, 62)
Pal) = { 0 si L(x,0) > kjL(x,01) + K}L(x, 02) ~

minimise Eg~[¢(X)] sous les contraintes Eg, [¢(X)] = Eg,[¢(X)] = a (appliquer le théoreme a
1 - ¢/,). On montre par le méme raisonnement que précédemment que ¢, est de la méme
forme que ¢,, et donc que ¢, minimise aussi Eg[¢(X)] sous les contraintes Eg,[¢(X)] =
Ep,[(X)] = a. En considérant le test constant égal a «, on obtient que Eg/[(X)] < a, et ce,
pour tout 6” < 01, d’ott supy. g, Eo~ [p(X)] = Eg, [¢(X)] = a.

Remarque. La difficulté pratique de mise en oeuvre de ce test réside dans la détermination
des constantes k; et k; telles que Eg, [¢(X)] = Eg,[¢(X)] = a.
Tests bilateres de (Hp) : 6 # 6y contre (H1) : 6 = 6.

Ce probleme est proche du probleme précédent. On montre comme ci-dessus qu’il existe
dans le cadre des modeles exponentiels généraux un test UPP(«ar), mais le théoréeme se trouve
légérement modifié dans I'écriture de I'équation de Ia taille.
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Theéoreme 8. Soit (X, A, {Pgleco) un modele exponentiel général dominé par une mesure u, dont
la vraisemblance est donnée par :

L(x, 6) = C(6)h(x)e" T,

On suppose que 1) est strictement croissante, de telle facon que le modele considéré soit a rapport de
vraisemblance strictement croissant en T(x). Pour tout a €0, 1], il existe un test de taille « UPP(«)
de la forme :

1 si k1 <T(x) <k
P(x) =3 croucy si T(x)=kiouky
0 si T(x) < kyou T(x) > ky.

De plus, la taille o de ¢ est atteinte pour © = O et les constantes ky et ky sont déterminées par

{ Eg[p(X)] = a,
Eg,[T(X)p(X)] = aEg [T(X)].

Remarque. Le calcul des constantes est simplifié si la loi de T(X) est symétrique par rapport
a un nombre a lorsque X ~ Pg,. Si on choisit un test ¢ = h(T), avec h symétrique par rapport
aa(ie (k1 +k)/2 =aetcy = cp = ¢), et tel que Eg[¢(X)] = a, alors Eg,[T(X)p(X)] =
Eg,[(T(X) — a)h(T(X))] + aEg,[(X)] = aa = aEg,[T(X)]. La deuxiéme équation est vérifiée.

Tests bilateres de (Hy) : 6 € [01, 0] contre (H7) : 6 < 61 0ou 6 > ;.

Soit (X, A, {Pe}eco) un modele statistique a rapport de vraisemblance strictement croissant
en T(x). On montre qu’il n’existe pas de test UPP(«a).
Si un tel test existait, on aurait en effet pour tout test ¢ tel que supyg, 9, Eo[¢*(X)] < a,

Eo[p(X)] = Eg[¢*(X)] pour O > 0, 0u 0 < 0;.

Alors ¢ serait aussi UPP(«) pour le probleme de testde (Hp) : 0 € [01, 0] contre (H 1) 1 0< 6
ou contre (H]) : 6 > 0,. D’aprés la remarque qui suit la preuve du théoreme de Lehmann,
on en déduirait que la fonction 0 — Eg[¢p(X)] est strictement décroissante sur ®N] — oo, O],
et strictement croissante sur © N [0y, +oo[, ce qui est impossible.

On cherche alors pour ce probléme de test des tests "optimaux" dans une classe de tests plus
restreinte que celle des tests de niveau fixé.

Définition 28 (Test sans biais au niveau ). Un test ¢ de (Hp) : 0 € Op contre (Hy) : 0 € O est
dit sans biais au niveau a si pour tout 6y € Oy,

Eg[¢p(X)] < q,

et si pour tout 01 € ©4,
Eg, [¢(X)] = a.

Définition 29 (Test UPPSB(«)). Un test est dit uniformément plus puissant parmi les tests
sans biais au niveau «a, noté UPPSB(w), s'il est sans biais au niveau « et s’il uniformément plus
puissant que tout test sans biais au niveau «.
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Theéoreme 9. Soit (X, A, {Pgleco) un modele exponentiel général dominé par une mesure u, dont
la vraisemblance est donnée par :

L(x, 6) = C(6)h(x)e"OT®,

On suppose que 1) est strictement croissante, de telle fagon que le modele considéré soit a rapport de
vraisemblance strictement croissant en T(x). Pour tout o €]0, 1], il existe un test de taille « UPPSB(«)
de la forme :

1 si T(x) <kjouT(x) >k
P(x) =4 croucy si T(x)=ksouky
0 Si k1 < T(X) < kz.

De plus, la taille o de ¢ est atteinte pour 6 = 01 et 0 = 05 i.e. SUPge(0,,0,] Eolp(X)] = Eg,[9(X)] =
Ep,[¢(X)] = a.

Preuwe. Il est connu (ou admis) que dans le cadre du modele exponentiel considéré, la fonction
0 — Eg[¢p(X)] est continue pour tout test p. On a montré dans le théoreme 7 que le test 1—¢(x)
défini ci-dessus existe et est UPP(1 — a) pour le probleme de test de (Hp) : 6 < 01 0u0 > 0
contre (Hy) : O €]04, 02[, et que pour tout 0 < 01 ou 0 > 0, il minimise Eg[¢(X)] sous les
contraintes Eg, [(X)] = Ep,[{/(X)] = a (voir preuve). Par conséquent, pour le probleme de
test posé, ¢ est UPP parmi les tests i tels que Eg, [{(X)] = Eg,[{(X)] = a.

Soit ¢* un test sans biais au niveau a pour le probléme de test posé.

Alors, Eg[¢*(X)] < a pour tout 0 € [01, 02] et Eg[¢*(X)] > a pour tout 0 < 01 ou O > 0,. Par
continuité, on a alors Eg, [¢*(X)] = Eg,[¢"(X)] = a. D’apres ce qui précede, ¢ est donc UPP
que ¢".

Tests bilateres de (Hp) : 6 = 6y contre (Hq) : 6 # 6.

Ce probleme est proche du probleme précédent. On montre comme ci-dessus qu’il n’existe
pas de test UPP(«). En revanche, pour I'existence d"un test UPPSB(«), on a un théoréme qui
est légerement modifié.

Theéoreme 10. Soit (X, A, {Pgloco) un modele exponentiel général dominé par une mesure i, dont
la vraisemblance est donnée par :

L(x, 6) = C(O)h(x)e"OT®).

On suppose que 1) est strictement croissante, de telle facon que le modele considéré soit a rapport de
vraisemblance strictement croissant en T(x). Pour tout a €]0, 1], il existe un test de taille « UPPSB(«)
de la forme :

1 si T(x) <kiouT(x)>ky
P(x) =4 croucy si T(x)=ksouky
0 si k1 < T(x) <kp.

Les constantes c1, ¢, ki, ko sont déterminées par

{ Eg [¢p(X)] = o,
Eg [T(X)p(X)] = aEg [T(X)].

Remarque. Le calcul des constantes est 1a encore simplifié si la loi de T(X) est symétrique
par rapport a un nombre a lorsque X ~ Pg,.
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44.4 Tests avec parametres de nuisance

Les théoremes d’optimalité pour les probléemes de test d’hypothéses composites vus dans
les paragraphes précédents sont valables pour des modeles paramétriques a un parametre
réel, a rapport de vraisemblance strictement monotone, voire seulement pour des modeles
exponentiels a un parametre réel, a rapport de vraisemblance strictement monotone. Des
résultats similaires peuvent exister dans certains modeles a plusieurs parametres réels
(67, A1,...,Ap-1), lorsque l'on fait un test d’hypotheses composites sur un seul de ces pa-
rametres 0%, ou lorsque 'on fait un test sur une forme linéaire de ces parametres.

Soit © un ouvert convexe (non vide) de R?, et (X, A, {Pg}pee) un modéle exponentiel général
dominé par une mesure y, dont la vraisemblance est donnée par :

L(x, (67, A)) = C(B)e? TWHEL s,

avec A = (A1,...,Ap-1). Onnote S = (Sy, ..., Sp-1).
La statistique (T, S) est exhaustive et le modéle image par (T, S) est le modele exponentiel
(R”, B(R), (P} geo), avec

APTO(t,5) = C(O) 0 Moyt ).

De plus, on sait que les lois conditionnelles Pgls ~* forment une famille exponentielle qui ne
dépend que de 0" :
AP} (y) = Co(0")e dvi(t).

Pour s fixé, on se retrouve dans un modele exponentiel ne dépendant que du parametre 6".
Dans ce modeéle conditionnel, on sait trouver des tests UPP(a) ou UPPSB(a). On rapporte
ensuite ces résultats dans le modeéle initial. Par exemple, pour le probleme de test de (Hp) :
0" < 6 contre (Hy) : 6" > 6, on a le théoreme suivant :

Theéoreme 11. Dans le cadre du modele décrit ci-dessus, pour le probleme de test de (Hp) : 0° <
0f contre (Hy) : 6 > 0y, il existe un test de taille « UPPSB(a) défini dans le modele image par :

1 si t>k@)

O(t,s) =1 c(s) si t=k(s)
0 si  t<k(s),

avec
Eg; [p(T(X), SXNIS(X) =s] =a Vs.

Dans certains cas, et notamment dans le cas gaussien, ce théoréeme peut se simplifier.

Proposition 7. Dans le cadre du modele décrit ci-dessus, on suppose qu'il existe une statistique réelle
U = f(T,S) libre dans ©y = {0, 6" = O} et telle que f(t,s) soit croissante en t pour tout s. Pour le
probleme de test de (Ho) : 0" < O contre (Hy) : 6" > 6, il existe un test de taille « UPPSB(a)
défini par :
1 si u>k
ou)=3 c si u=k
0 si u<k,

avec
Eolp(UX) =a VO €@,
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Remarque. On peut parfois montrer en plus que ce test est UPP(a).

Pour le cas d"un test sur une forme linéaire, il suffit de transformer 1’écriture du modele pour
se ramener au cas précédent.

Dans tous les cas, on se réfere pour plus de détails au livre d’A. Monfort. On répertorie
ci-dessous les propriétés des tests paramétriques de base vus au début de ce cours dans les
modéles gaussiens.

Application pour un échantillon gaussien

On considere un phénomene aléatoire modélisé par un n-échantillon X = (Xj, ..., X,) d'une
loi normale N (m, 0?).
On se base sur une observation x = (x1, ..., X;) de cet échantillon.
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Parametres Hypotheéses Statistiques / Forme des tests | Lois utilisées | Propriétés
02 connue, (Ho) m < my T(x) = \n*=2o N(0,1) UPP(a)
0=meR (Hl) m > my ]lT(x)>k
0% connue, (Ho) m = my T(x) = \/ﬁ% N(0,1) UPPSB(«)
O0=meR (H1) m + my ]llT(x)|>k
0% connue, | (Ho) m < myjoum > my T(x)=x N (ml, %2) UPP(a)
0=meR (H1) m €]my, ma[ Tk, <T(x) <k, N(mz, %2)
02 connue, (Ho) m € [mq, m2] T(x) =x N (my, "72 UPPSB(«)
O=meR | (Hy)m<myoum>my L 7)<k; ou T)>ky N (my, "72
= 2 < = X1y —
0 = (m,c?) (Ho) m < myg T(x) = Vn e avec T(n-1) UPP(c)
€ RXR: (H1) m > mg S2(x) = 5 Y (xi — %)?
Tk
0 = (m,d?) (Ho) m = my T(x) = \/ﬁ\/‘s—';% T(n—-1) UPPSB(a)
€ RXR: (Hy) m # mg Lir>k
m connue, (Ho) 0 < 0} T(x) =Y, % xX2(n) UPP(a)
0= 02 € IR:_ (H1) 02 > O% ]lT(x)>k
m connue, (Ho) 0 = o2 T(x) = Y, % X2(n) UPPSB(a)
0=c’€cR, (Hy) 0* # 0} L7(x)<k; ou T(x)>ky
0 = (m,0?) (Ho) 0? < 02 T(x) = Y0, % K2m-1) | UPP)
€ IRX]R:_ (Hl) 02 > Gé ]lT(x)>k
0 = (m,0?) (Hy) 0 = o2 T =Y, & X2(n-1) | UPPSB(a)
0
€ RXR} (H1) 0 # 03 L1()<k; ou T(x)>k:
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Application a la comparaison de deux échantillons gaussiens

On considere ici un phénomeéne aléatoire modélisé par deux échantillons indépendants :

(Y1,...,Yy,) ni-échantillon delaloi N (my, G%) et(Z4,...

, Zn,) n2-échantillon delaloi N (12, o3).

On souhaite comparer, sur la base d’observations (y1, ..., ys,) et (z1,...,2,,) de ces échan-
tillons, my et m»y, ou o% et 0%.

Onne décrit dans ce paragraphe que les tests bilateres. Les mémes statistiques de test peuvent
bien stir étre utilisées pour construire des tests unilateres. Dans ce cas, les tests seront tous

UPP(«).
Parametres Hypotheses | Statistiques / Forme des tests Lois utilisées Propriétés
§2
my, my connues | (Hp) (7% = a% ) T(y,z) = 52((3 avec F (n1,n2) UPPSB(x)
(Hy) 07 # 05 5~2(}/) = - L (yi — m)?
$2z) = L X (2 — mo)?
L7(y,2)<k1 ou T(y,2)5k2
2
mq, mp inconnues | (Hp) ai— = o% T(y,z) = 22((‘12/)) avec F(n—-1,n-1) UPPSB(a)
(Hy) 02 # 03 S(y) = g Ly (vi — §)°
§2(2) = 2y T2 (2 - 2
]lT(y,z)<k1 ou T(y,2)>ky
a%, 0% connues | (Hp) my = my T(y,z) = yz—z - N(,1) UPPSB(«)
(Hy) my # my Ly, 25k
a%, (7% inconnues | (Ho) my =my | T(y,z) = —=  avec T (n +ny—2) UPPSB(«a)
VSwA(E )
_ 2 _ 2
mais égales (Hy)my #my | S*(y,z) = (my l)sn(lyjzy_lzz DS &)
Liry,2)-k
a%, G% inconnues | (Hg) my = my T(y,z) = e ~ N(©O,1)
[9w , 52)
Yll n2
(Hy) my # my si n1,ny grands
Ly, 2>k ou approx.de Welch
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4.5 Exercices

Exercice 1: Modeles a rapport de vraisemblance monotone

Montrer que les modeles statistiques suivants sont a rapport de vraisemblance monotone.
1. Le modele de Bernoulli ({o, 11", Py, 1), {3(6)®n}9€[0,1]),

2. Le modele gaussien (R", B(R"), {N (6, 1)®"}per),

3. Le modele de Poisson (]N”,P(IN”), {P(0)*"}oer:, ),

4. Les modeles exponentiels généraux.

Exercice 2 : Résistance aux antibiotiques

Un laboratoire fabriquant un nouvel antibiotique contre une infection bactérienne résistante
aux antibiotiques classiques affirme qu'il est efficace dans 90% des cas. Un expert prétend
que la guérison n’intervient que dans 60% des cas. On décide de tester l’affirmation du
laboratoire contre celle de I’expert : pour cela, on administre le médicament a 200 malades.
1. Construire un test UPP parmi les tests de niveau 1%.

2. Quelle est la taille de ce test ? Sa puissance ?

3. Ce test est-il sans biais ?

4. Sachant qu’aprées administration du médicament, 160 malades ont guéri, que peut-on
conclure ?

Exercice 3:Le 15

Les pouvoirs publics décident de réduire le nombre horaire de coups de téléphone au 15
qui ne sont pas justifiés. IIs envisagent d’adopter un dispositif de contrdle qui diminuerait
de moitié ce nombre de communications. On admet que sans le dispositif, le nombre de
communications non justifiées par poste de téléphone et par heure suit une loi de Poisson
de parametre A = 6. On équipe 10 postes avec le dispositif. Soit x1, ..., x10 les nombres de
communications injustifiées pour chacun de ces postes.

1. Déterminer un test UPP parmi les tests de niveau a = 5% de

(H) : A=6 contre (Hy) : A=3.

2. Calculer la puissance du test.

3. Quelle sera la conclusion du test si Z}El x; =517

4. On veut maintenant seulement tester la diminution du nombre d’appels injustifiés apres
mise en service du dispositif. Existe-t-il un test UPP parmi les tests de niveau a = 5%? Si
oui, quelle est la conclusion de ce test ?

Exercice 4

Vi
Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi a pour densité fg(x) = Zel—ﬁe_?]l]R+ (x), avec
0 >0,et Xy,...,X, un n-échantillon de cette loi.
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1. Montrer que la variable aléatoire 2 VX/6 suit une loi du Khi-Deux a 2 degrés de liberté.
En déduire laloi de 3 Y7, VX;.

2. On soubhaite tester pour 0 < 0y < 01, (Hp) : 0 = Op contre (H;) : 0 = 0.

a) Etant donné «a €]0, 1[, déterminer un test UPP parmi les tests de niveau a.

b) Expliciter la puissance de ce test.

c) Décrire tous les tests UPP parmi les tests de niveau a.

3. On souhaite maintenant tester (Hp) : 0 < g contre (Hq) : 6 > 0. Existe-t-il un test UPP
parmi les tests de niveau a pour ce nouveau probléeme de test?

Exercice 5 : Présence d'un polluant

La limite du taux de présence d’un polluant contenu dans des déchets d'usine est 6mg/kg.
On effectue un dosage sur 12 prélevements de 1kg, pour lesquels on observe les taux x;,
1 < i <12 de présence du polluant. On trouve ¥}% x; = 84 et Y12, x? = 1413. On admet que
le taux de présence du polluant suit une loi normale N(m, %) avec ¢ = 8.

1. Donner un test UPP parmi les tests de niveau 5% de (Hp) : m < 6 contre (Hp) : m > 6.
Déterminer la fonction puissance de ce test. L'usine se conforme-t-elle a la législation ?

2. Envisager le cas ou I'écart-type o est inconnu.

Exercice 6

On dispose de l'observation (xi, ..., x,) d"un échantillon de taille n = 15 d"une loi normale
N(,1/6),6 > 0.

1. Construire un test UPP parmi les tests deniveaua = 5% de (Hp) : 0 = 1contre (H;) : 0 > 1.
2. Déterminer la puissance de ce test.

3. Quelle décision prend-on si Y.\, x7 = 6.8 ? Pour quelles valeurs du niveau a prendrait-on
la décision contraire ? Qu’a-t-on calculé alors ?

4. Existe-t-il un test UPP parmi les tests de niveaua = 5% de (Hp) : 0 = 1contre(H;) : 0 #17?
Expliquer.
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4.6 Problémes corrigés

4.6.1 Campagne d’e-mailing
Probléme

Un site de e-commerce généraliste lance une nouvelle campagne marketing par e-mail (cam-
pagne d’e-mailing). Soit O la probabilité que le mail requ par un client inscrit sur la liste de
diffusion du site soit ouvert (taux d’ouverture). On considere X la variable aléatoire mo-
délisant le nombre de mails a envoyer avant d’obtenir 1'ouverture d’'un de ces mails. En
supposant les clients indépendants entre eux, X suit une loi géométrique de parametre 0.
La campagne d’e-mailing est considérée comme inefficace si 6 < 1/4.

Sur la base de 'observation x de X, on souhaite tester :

(Ho): 0=1/4 contre (H;):0 < 1/4.

1. Décrire le modele statistique considéré.
2. Montrer que ce modeéle est a rapport de vraisemblance monotone.
3. Montrer que la fonction de répartition de la loi géométrique de parameétre 0 est donnée

par
Fo(x) =P(X <x)=1-(1-6)" pour x € N".

4. Construire de fagon intuitive un test de (Hp) contre (H7) de niveau 5%.
5. Expliquer pourquoi ce test ne peut pas étre uniformément plus puissant parmi les tests de
niveau 5%.
6. Construire un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de (Hy) contre
(Hy).
7. Quelle est la conclusion de ce testsi x = 107
8. Existe-t-il un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% des hypotheses
composites

(Hp):6>1/4 contre (Hp):0<1/47?

Justifier la réponse.
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Correction

1. Modele statistique considéré : soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre
0, avec 0 € © =]0,1[, modélisant le nombre de mails a envoyer pour que 1'un de ces mails
soit ouvert par un client. Soit x I'observation de X, X = IN*, et A I'ensemble des parties de
X. Pour 0 € ©, on note Py la loi de X : Pg = G(0). Le modeéle statistique considéré est défini
par (X, A, (Po)ocio1)-

2. Ce modele est dominé par la mesure de comptage sur IN* et sa vraisemblance est donnée
par L(x, 0) = 6(1 — 6)*"L. Pour 0’ > 0,

Lx,0) ¢ (1 e

B 1-6

x=1
I(x,0) 0 ) = oo (),

ol hg g est strictement décroissante. Le modéle est donc a rapport de vraisemblance stricte-
ment décroissant en T(x) = x. ’
3.0napourx =1,Fg(x) =0, etpourx > 2, Fg(x) = Zij 0(1-0)1 = 911__((11__%); =1-(1-6)".
4. 'espérance de X est égale a 1/0, donc si I’on estime cette espérance par x, un test de (Hp)
contre (Hp) a par exemple pour région critique :

Ry = IxeIN", x>s}={s+1,...}.

Calcul de la constante s : D’apres la question 3, P1,4(Rn,)) < 5% si et seulement si 1 —Fj4(s) <
5% i.e. (3/4)° < 5% ou encore s > In(0.05)/In(3/4), d’ot1 s = 11.

5.0n a Py (fx € N, x> 11}) = 1 — Fy4(11) = (3/4)!! = 0.0422 donc le test construit a la
question précédente n’est pas de taille 5%. En conséquence, il ne peut pas étre UPP parmi
les tests de niveau 5%.

6. Le modele considéré étant un modele a rapport de vraisemblance strictement décroissant
en T(x) = x, d’aprés I'extension du lemme fondamental de Neyman-Pearson, un test UPP
parmi les tests de niveau 5% est de la forme :

1 si x>k
P(x)=q c si x=k
0 si x<k,

avec Eq4[¢] = 5%.

Calcul des constantes k et ¢ : on choisit k = s = 11 car P4 ({x € N, x > 11}) = 0.0422 et
P14 (fx € N*, x > 10}) = 0.0563, puis c telle que P14 ({x € IN*, x > 11}) + cP;4(11) = 0.05 d’otx
¢ = 002 = 0.5532, c'est-a-dire Pp(x) = Lys11 + 0.5532 Ly—qy.

7.1ci, x = 10 donc ¢(x) = 0 donc on ne rejette pas I’hypothese (Hp) au profit de (H;) pour un
niveau 5%.

8. D’apres le théoreme de Lehmann, le test construit dans la question précédente est aussi
un test UPP parmi les tests de niveau 5% des hypothéses composites (Hp) : 6 > 1/4 contre

(Hy): 0 < 1/4.
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4.6.2 Presse écrite en danger
Probléme

On souhaite étudier les effets d"une campagne publicitaire sur la vente d"un journal heb-
domadaire. En dehors de toute campagne publicitaire, on admet que le produit de la vente
hebdomadaire de ce journal suit, en milliers d’euros, une loi normale N(m, 0?), ol m vaut
22. apres la mise en place de la campagne publicitaire, on observe le produit de la vente du
journal sur 8 semaines. On obtient alors les valeurs suivantes (en milliers d’euros) :

18.7, 253, 231, 277, 262, 192, 219, 199,

et on veut savoir si la campagne de publicité est efficace ou non. On admet que la variance
02 du produit de la vente ne varie pas.
1. On suppose o2 connue et égale a 12.
a) Lorsqu’on teste
(Hop) : m=22 contre (Hp) : m>?22,

se place-t-on du point de vue de I'éditeur du journal ou du concepteur de la campagne
publicitaire ? Justifier la réponse.

b) Construire le test du rapport de vraisemblance maximale de (Hp) contre (H;) pour un
niveau 5%. Quelle est la conclusion du test?

c) Pour quel niveau la conclusion du test serait-elle différente ?

d) Tracer la courbe de puissance du test.

e) Ce test est-il UPP parmi les tests de niveau 5% ?

f) Que doit-on faire sil’on souhaite augmenter la puissance du test tout en gardant un niveau
5%7?

g) Construire le test du rapport de vraisemblance maximale de taille 5% de

(Ho) : m=22 contre (Hj) : m #22.

Ce test est-il UPP parmi les tests de niveau 5% ?
2. On suppose maintenant que la variance o2 est inconnue.
a) Construire le test du rapport de vraisemblance maximale de taille 5% de

(Hp) : m<22 contre (Hp) : m>22.

b) Quelle est la conclusion de ce test ?
c) Ce test est-il sans biais ?
d) Quel résultat du cours utilisera-t-on sil’on veut montrer qu’il est UPP ?
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Correction

1. a) Modéle statistique : (X, {Pg}oep) ol X = RS, © = [22,+00], et pour O € O, Py est la
loi d'un 8-échantillon X = (Xj,...,Xg) d'une loi N(6,12). On dispose d'une observation
x = (x1,...,xg) de cet échantillon.

Lorsqu’on teste (Hp) : 0 =22 contre (Hp) : 0 > 22, on contrdle en premier lieu le risque
de décider que la campagne publicitaire est efficace alors qu’elle ne 1’est pas (rejeter (Hp) a
tort). On se place donc du point de vue de I'éditeur du journal.

b) Le modéle statistique considéré est dominé par la mesure de Lebesgue sur R®. On note
L(x, 0) sa vraisemblance. La statistique du test du rapport de vraisemblance est

8 (-22)?
L(x,22) e~ =
Ax) = = - -
Sup s, L(x, 0) _LE im0
- SUpPg>p€  *
| 2507 | » | 0P
Pour déterminer sup,.,,e”~ 2=, on étudie les variations de la fonction 6 = e~ 2 ou,
- 8 2
. . . . . .. -1 (x;—0
de fagon équivalente puisque la fonction In est croissante, les variations de 0 + —2“1(2—41).
On trouve alors que cette fonction est croissante sur | — oo, ¥], puis décroissante sur [¥, +ool.
) o 18 -0)? 18 222 o
Deux cas se présentent donc. Si ¥ < 22, SUpgs€ 2 = e o et si x > 22,
¥ (x;-6)2 ¥8  (x—%)2
_Li=1vt _Li=1t
Supgs,e %  =e 2 .Onadonc

DR L -
Ax)=1{ ¢ 2 swf > 22,
1 six < 22.

Comme Y5 (x; — %) — X2, (x; — 22)% = —8(% — 22)?,

—(z-22)2 L
A(X) — e 3 S1X > 22,
1 six < 22.

Le rapport A(x) est décroissant en X, donc rejeter (Hp) lorsque A(x) < c revient a rejeter (Hp)
lorsque ¥ > ¢’. Un test du rapport de vraisemblance maximale est donc de la forme :

1 six>(c,

Px) = { 0 six<c.
Le test est de taille 5% si Py (X > ¢’) = 0.05. Or, lorsque X ~ Py, X ~ N(22,3/2), et comme
Pyp(X>c)=Pxn (—}f/g% > C"/;% ), on choisit ¢ = 22 + 1.645y3/2 = 24.015. Le test du rapport

de vraisemblance de taille 5% est finalement donné par :

(1 siz>24015,
PO =30 six<24015

Puisqu’ici, ¥ = 22.75, on ne rejette pas (Ho) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
¢) On aurait rejeté I'hypothese (Hp) pour @ = Pp(X > 22.75) = Pzz(% > 0.612). Pour un
niveau égal a 27,03%, on aurait rejeté (Hp).
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4.6. Problemes corrigés

— % _ X0 < 24015-0) _ 1 _ ¢ [24015-0) =~
d) Pour 0 > 22, n(0) = Pe(X > 24.015) = P@(W > B2 ) =1 P( B2 ),ouFestla

fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. 7 est croissante, et pour la tracer,
on peut par exemple utiliser les valeurs :
) 20 22 225 23 235 24015 245 25 27

(@) 0.0005 0.05 0.11 0.20 0.34 0.5 0.65 0.79 0.99

e) Pour 22 < 01 < 0, lerapport Eggi; est croissant en X. Un corollaire du lemme de Neyman-

Pearson nous dit donc que tout test de taille 5% de la forme :

1 six>k
P(x) =1 c(x) six=k,
0 six<k

est UPP parmi les tests de niveau 5%. Le test du rapport de vraisemblance maximale précé-
dent est donc bien UPP parmi les tests de niveau 5%.

f) A taille d’échantillon fixée, les risques de premiere et deuxiéme espéce varient en sens
inverse. Par conséquent, si I’'on souhaite augmenter la puissance du test tout en gardant un
niveau 5%, on devra augmenter la taille de 1’échantillon.

g) Modeéle statistique : le méme, mais avec ® = R. La statistique du test du rapport de
vraisemblance maximale est ici

AG) = L(x,22) _ ez?ﬂg‘f)z_’3?:1(;2‘22)2 - (S0
supggL(x, 0)

Le rapport A(x) est croissant en ¥ sur | — o, 22], puis décroissant en ¥ sur [22, +oo[, donc rejeter
(Ho) lorsque A(x) < c revient a rejeter (Hp) lorsque X < ¢; ou lorsque ¥ > ¢y, avec ¢; < ¢2. Un
test du rapport de vraisemblance maximale est donc de la forme :

1 six<ciouxz=cy,

bx) = { 0 sinon.

Il est de taille 5% si Py (X > ¢2) = P (X < ¢1) = 0.025. Or, lorsque X ~ Py, X ~ N(22,3/2),

et comme Pay (X > ¢) = Py (% > %), on choisit ¢ =22+ 1.96 V3/2 = 24.4. De la méme

facon, on choisira c; = 22 —1.96 V/3/2 = 19.6.
Un test de rapport de vraisemblance de taille 5% est finalement donné par :

si¥x<19.6oux>244,

1
Px) = { 0 sinon.

Il n’est pas UPP(0.05).

2. On suppose maintenant que la variance 02 est inconnue.

a) Modele statistique : (X, {Pg}pece) 0t X = R8 ® = RXR%, et pour 0 = (m, 0%) € ©, Py est
la loi d’un 8-échantillon X = (Xj,..., Xg) d’une loi N(m,c?). On dispose d"une observation
x = (x1,...,xg) de cet échantillon. Le modele statistique considéré est dominé par la mesure
de Lebesgue sur R®. On note L(x, 0) sa vraisemblance. La statistique du test du rapport de
vraisemblance maximale est

SuP@e]-oo,zz]xmL(xr 0)

A = supgeeL(x, 0)
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Chapitre 4. Tests de Neyman-Pearson, tests uniformément plus puissants

On sait que L(x, .) atteint son maximum sur MXIR’, en un point (11, 62) tel que 6% = % Z?zl(xi -
1)?, et que si M = R, 7z = . On a donc deux cas.
Six <22,

8
1 i
SUP oo 22jk; L%, 0) = Lx, (], — )" (3 = 2),
i=1

et A(x) =1.
Si par contre, X > 22,

8
1
SUP oo 22, 0% 0) = Lx, (22, 5 ) (xi = 22)),
i=1

et
L (22, T3 (i~ 22)%)
L(x, (% L X5 (xi — %)2)

= %22 = (=2—
En posant T(x) = T on a A(x) (T(x)2+7

décroissant en T(x). Par conséquent, rejeter (Hp) lorsque A(x) < c revient a rejeter (Hp)
lorsque T(x) > ¢’. Un test du rapport de vraisemblance maximale est donc de la forme :

( Z?:l(xi - X)Z ]4
¥ (-222)

4
) si X > 22, 1 sinon. Ainsi, A(x) est

1 siT(x)=>c,

P00 = { 0 siT(x)<c.

11 est de taille 5% si Py (T(X) > ¢’) = 0.05. Or, lorsque X ~ Py, T(X) ~ 7 (7), donc on choisit
¢’ = 1.895. Le test de rapport de vraisemblance de taille 5% est finalement donné par :

] 1 siT(x) >1.895,
P(x) = { 0 siT(x) < 1.895.

b) Puisqu’ici, T(x) = 0.236, on ne rejette pas (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
c) Pour m > 22, 6 > 0, n(m, 6?) = P2y (T(X) > 1.895) =

P Xom 4 m=2 > 1805|>p ——Xm > 1.895) = 0.05. Le test
(m’oz)(\/z?ﬂ(xi—xﬁ/s VIL, (X-X?/8 =\ VR s T o

est sans biais.

d) On utilisera le résultat d’extension du lemme de Neyman-Pearson. En effet, on ne peut
utiliser aucun des résultats sur les modeles a rapport de vraisemblance monotone, puisque
le parametre n’est plus dans R.
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4.6. Problemes corrigés

4.6.3 Ensemencement des nuages
Probléme

Les techniques d’ensemencement des nuages par iodure d’argent, utilisées depuis de nom-
breuses années dans de nombreux pays pour réduire les dégats causés par la gréle, sont
aujourd’hui assez controversées. En France, une équipe de physiciens a choisi d’étudier 'ef-
ficacité d’un dispositif d’ensemencement mis en place par 1’Association Nationale d'Etude
et de Lutte contre les Fléaux Atmosphériques dans une région du Sud-Ouest. Ils souhaitent
savoir en particulier si ce dispositif augmente de facon significative la probabilité quune
précipitation solide soit seulement du grésil et non de la gréle. On admet que sans ensemen-
cement, cette probabilité est inférieure a 0.3, et on note 0 la probabilité qu'une précipitation
solide apres la mise en place du dispositif soit seulement du grésil.

Les physiciens ont étudié 30 épisodes de précipitations solides apres la mise en place du
dispositif, et regardé si ces précipitations correspondaient a du grésil ou de la gréle.

1. Introduire un modéle statistique permettant de décrire le probléme posé.

2. Montrer que ce modeéle est a rapport de vraisemblance monotone.

3. L’équipe de physiciens décide de tester 'hypothese (Hp) 0 < 0.3 contre (H;) 6 > 0.3.

a) Justifier le choix des hypotheses (Hp) et (H;) par les physiciens. De quel risque se
prémunissent-ils en faisant ce choix ?

b) Construire de fagon intuitive un test de (Hy) contre (H1) de niveau 5%.

c) Ce test est-il uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% ?

Si oui, pourquoi ? Si non, comment faut-il modifier ce test pour qu’il le devienne ? Justifier
précisément la réponse.

d) Sur les 30 précipitations solides étudiées par les physiciens, seulement 15 correspondaient
a du grésil. Quelle peut étre la conclusion ?

Extraits de tables statistiques

Pour N ~ N(0, 1), on donne pour a, q1—, tel que P(N < g1-) = 1 — a.

o
-«

0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.1
233 | 196 | 1.645 | 1.28

Pour K ~ $(30,0.3), on donne pour k, la probabilité P(K < k).

k 4 5 6 12 13 14
P(K<k) | 0.03 | 0.077 | 0.16 | 0.915 | 0.96 | 0.98
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Chapitre 4. Tests de Neyman-Pearson, tests uniformément plus puissants

Correction

1. Modele statistique considéré : soit X = (Xj, ..., X30) un 30-échantillon d'une loi de Ber-
noulli de parametre 0, avec 0 € ® = [0, 1], modélisant la nature de 30 précipitations solides
(X; = 1 si la précipitation i est du grésil, 0 sinon), et x = (x1,...,x30) 'observation de cet
échantillon. Soit X = {0,1}%, et A I’ensemble des parties de X. Pour 0 € ©, on note Py la loi
de X: Pg = B(G)®3O. Le modeéle statistique considéré est défini par (X, A, (Pg)ecio,1])-

2. Ce modele est dominé par la mesure de comptage sur {0,1}* et sa vraisemblance est

donnée par L(x, 0) = 6L51%(1 — )0-LE1% 11 est a rapport de vraisemblance croissant en
& PP

T(x) = i=1 xl

3. a) En faisant ce choix d’hypotheses, les physiciens privilégient I’hypothese que le dispo-
sitif d’ensemencement n’est pas efficace tant qu’on ne leur a pas prouvé le contraire. IIs se
prémunissent du risque de déclarer que 'ensemencement est efficace a tort.

b) Statistique de test et fonction de test : on prend comme statistique de test T(x) = 1301 X;.
T(X)/30 = X est un estimateur sans biais de 6 donc on choisit de rejeter (Hp) lorsque T(x)
prend de grandes valeurs. La fonction de test correspondante s’écrit ¢(x) = Lr(y)>s-

Calcul de la constante s : en admettant que sup,_ ; Po(¢(X) = 1) = Po3(¢(X) = 1), on cherche
s telle que Py 3 ({x, T(x) > s}) < 0.05. Si X suit la loi Py 3, T(X) = 21.331 X; suit la loi binomiale de
parametres (30, 0.3). D’apreés les tables fournies, on choisit alors s = 13 et ¢(x) = 1 £ o130

c)Ona Py3 ({x, 2?21 x; > 13}) = 0.04 donc le test construit a la question précédente n’est pas
de taille 5%. En conséquence, il ne peut pas étre UPP parmi les tests de niveau 5%.

Le modele considéré étant un modele a rapport de vraisemblance croissant en T(x) = Y20, x;,
d’apres le théoréme de Lehmann, un test UPP parmi les tests de niveau 5% est de la forme :

1 si 11x1>k
P(x)=1¢ c si Zl 1Xi=k
0 si llx,<k

avec supg 3 Eo[d(X)] = Eos[p(X)] = 5%.
Calcul des constantes k et ¢ : on choisit k = s = 13 car Py3 ({x,Z?Bl xX; > 13}) = 0.04 et
Pos ({x, Z?Bl x; > 12}) = 0.085, puis ¢ telle que Py 3 ({x, 21-321 x; > 13})+CP0_3 ({x, 21'321 X; = 13}) =

0.05 d'otr ¢ = gy = 0.22, 'est-a-dire () = Lyao 13 +0.22 Ly 5.

d) Ici, Zl 1Xi = 15 donc d(x) = 1 et on rejette I'hypothese (Hy) au profit de (H;) pour un
niveau 5%.
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Chapitre 5

Tests non paramétriques du Khi-Deux
et de Kolmogorov-Smirnov

5.1 Les tests du Khi-Deux de Pearson

Le test du Khi-Deux est a 'origine un test d’adéquation (ou d’ajustement) d"une loi totale-
ment inconnue a une loi donnée, mais il peut étre utilisé pour vérifier I'indépendance ou
I'homogénéité de deux variables aléatoires. Il est fondé sur une propriété asymptotique de
la loi multinomiale.

5.1.1 La (pseudo) distance du Khi-Deux

Soit X = (Xj, ..., X;) un n-échantillon de la loi P d"une variable aléatoire prenant ses valeurs
dans un ensemble O. On considére une partition {Oy,...,0y,} de O : O = U]T:lOk avec
ONO;=0Vk+#1€ell,...,m}.

On définit, pour toutk € {1,...,m},

n
Ni(n) = Z 1ix,c0,) (Nombre de X; appartenant a O).
i=1
Si p1,...,pm désignent les probabilités pour X; d’appartenir a Oy, ...,Oy, alors le vecteur
(N1(n),...,Ny(n)) suit une loi multinomiale M(n, p1,...,pm) :

n!
P(N1(1’l) =ny,.. .,Nm(n) = Tlm) = WP? .. pnmm
Ny

On note P, la loi empirique estimant P sur la base de l'échantillon (Xy,...,X,) : P, =
1 n

~3 " 0x..

n i=1 1

Définition 30. La (pseudo) distance du Khi-Deux entre P, et P est définie par

m _ 2
D(p,,py = ) D)
k=1 Pk

Theoreme 12. Lorsque n tend vers +oo, la statistique D(Py, P) suit asymptotiquement une loi du
Khi-Deux a (m — 1) degrés de liberté.
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Chapitre 5. Tests non paramétriques du Khi-Deux et de Kolmogorov-Smirnov

Preuve. On utilise le théoréme central limite vectoriel. On introduit les variables Y; =
(Ix.eo, ---,1xe0,) pouri=1...n Alors N(n) = Y.\, Yi, et coo(Yix, Yi)) = E[lx.co1x,c0,] -
prp1 = 6]l<pk—pkp1. Lamatrice des variances-covariances de Y est donc donnée par X = A, —nrt’,
oumn = (p1,...,pm) et Ay estla matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les com-
posantes de 7. Le TCL vectoriel donne alors

N(n) —nmn
\n

2
Sif:R" - Ryt YL ;—’;, alors D(Py,, P) = f(w), d’ott D(P,,, P) =L £(Z), avec

N7
Z= (er .. /Zm) ~ Nm(or Z‘)
Loi de f(Z)? f(Z) = ||AZ|]?, avec

N N0, Z).

1/ 1
A=

1/ \pm

Pour toute transformation orthogonale U de R™ dans R", alors f(Z) = |[AZ|* = [UAZ]]?.
Or AZ suit la loi normale centrée de matrice de variances-covariances AYA’ = [ — Vi,

donc UAZ suit la loi normale centrée de matrice de variances-covariances U(I — \/m /') U’ =
I — (U \r)(U +/n). En prenant U telle que U+t = (0,...,0,1)’ (on peut car || V7| = 1), alors

1
U(I = NnVrHU' =
0

On a donc f(Z) = ||Z||* avec Z ~ N(O,( I'"O‘l ?

dantes, que Zy ~ N(0,1) pourk = 1...(m — 1), et Z,, = 0 p.s. La loi de f(Z) est donc la loi
2
x“(m—1).

)) . Ce qui signifie que les Z; sont indépen-

Remarque. Le raisonnement de cette preuve est similaire a celui de la preuve du théoreme
de Cochran, qu’on peut également utiliser ici directement.

5.1.2 Le test du Khi-Deux d’adéquation

On dispose d’une observation x = (xy,...,x;) de I’échantillon X (ou éventuellement d'une
observation (11, ..., n,;) du vecteur N(n) = (N1(n), ..., Nyu(n))). On se donne une loi P (par-
faitement spécifiée) sur O, et on considere ici le probleme de test de

(Ho) : P =P° contre (H;) : P # P°.

Onnote p, = P(Oy).

Intuitivement, si les X; suivent la loi P, la (pseudo) distance du Khi-Deux D(P,, P°) entre P,
et P¥ sera petite. Par ailleurs, on sait que si les X; suivent la loi PY D(P,,, P°) suit asymptoti-
quement une loi du x? a (m — 1) degrés de liberté, et que s'il existe k tel que py # pg, d’apres
la loi forte des grands nombres, N(n)/n — pj # pg p.s. = D(P,, P’) = +c0 p.s.

On peut alors utiliser D(P,,, PY%) comme statistique de test. Cela donne le test suivant :
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5.1. Les tests du Khi-Deux de Pearson

Statistique de test :

_ 0\2
T(X) = D(P,, P%) = } | (Nk(n)—()np").
k=1 npy

Fonction de test : ¢(x) = Lr(y)»s.

Choix de la valeur critique s : si tous les npg sont supérieurs ou égaux a 5, on considere
en pratique 1'approximation de la loi de D(P,,, P°) lorsque P = P? par la loi x*(m — 1)
valide, et on choisira s telle que que P(K > s) = a, avec K ~ x?(m — 1).

Remarques importantes.

— Le test du Khi-Deux est un test asymptotique.

— En pratique, siles npg ne sont pas tous supérieurs ou égaux a 5, on modifie la partition
de O en regroupant par exemple certaines de ses classes.

— Si 'on veut tester 'appartenance a une famille de lois paramétrée par 0 € R’, 0
sera estimé sur la base de "échantillon (Xj, ..., X;) (par exemple par 'estimateur du
maximum de vraisemblance, ou en tout cas, par un estimateur consistant et asymp-
totiquement normal), et le test reste inchangé, a ceci prés que s sera choisie tel que
P(K >s) =a,avec K ~ x*’(m—r—1).

5.1.3 Le test du Khi-Deux d’indépendance

Le test du Khi-Deux peut également étre utilisé dans le cadre suivant : on considere un couple
de variables aléatoires (Y, Z), olt Y est a valeurs dans {ay, ..., a,} et Z dans {by, ..., b;}. On dis-
pose de l'observation x = ((y1,z1), ..., (Yn,zn)) d'un n-échantillon X = ((Y1,21),..., Yu, Zy))
de la loi de ce couple.

On veut tester

(Ho) : Y et Z sont indépendantes contre (H;) : Y et Z ne sont pas indépendantes.

Dans ce cas, I'hypothese (Hy) s’écrit P((Y, Z) = (a;, b)) = pi«ps,j, donc on peut voir 'hypothese
(Ho) comme une hypothese d’appartenance a une famille paramétrique de lois. En estimant
le parametre inconnu

0= (pl,’w ey Pr=1xs P21, - - ;P*,t—l)

par maximum de vraisemblance (maximisation sous contrainte a I’aide des multiplicateurs
de Lagrange), on obtient le test suivant.

Statistique de test :

Ni.N.,
(—= - Nj,))?

r

T(X) =

t
N;:N. g
=1 j=1 “n

N

ol
— N; jestlenombre d’élémentsde {(Y1, Z1), ..., (Yy, Zn)} qui prennent la valeur (a;, b;),
— N; . estle nombre d’éléments de {Y7, ..., Y;} qui prennent la valeur 4;,
— N, j est le nombre d’éléments de {Zy, ..., Z,} qui prennent la valeur b;.

Fonction de test : ¢(x) = Lr(y)»s.
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Chapitre 5. Tests non paramétriques du Khi-Deux et de Kolmogorov-Smirnov

Choix de la valeur critique s : sous '’hypothese (Hp), on peut montrer que T(X) suit
asymptotiquement la loi X(rt—=(r+t—=2)—1=(r-1)(t - 1)). s sera donc choisie telle
que P(K > s) = a, avec K ~ x*((r — 1)(t — 1)).

Remarque. Si les variables considérées ne sont pas des variables discretes a support fini,
on peut considérer comme pour le test du Khi-Deux d’adéquation des partitions finies des
supports des lois de Y et Z.

5.1.4 Le test du Khi-Deux d’homogénéité

Enfin, le test du Khi-Deux peut étre utilisé dans le cadre de la comparaison des lois de deux
échantillons indépendants.

On considere un couple de variables aléatoires (Y, Z), ot Y et Z sont a valeurs dans {ay, .. ., 4}
On suppose que Y et Z sont indépendantes. On considere un nq-échantillon (Yy,...,Y,,) de
la loi de Y et un ny-échantillon (Zy,...,Z,,) de la loi de Z, supposés indépendants, et on
dispose de l'observation x = (y1,...,Yn,21,---,Zn,) de X = (Y1,..., Yu,, Z1, ..., Zy,).

On veut tester

(Ho) : Y et Z suivent la méme loi contre (H;) : Y et Y ne suivent pas la méme loi.

Statistique de test :

m (Nk+Mk _ M)Z (Nk+Mk _ %)2
T(X) _ Z n ni+ny ni +n ni+ny Ny
- 1 Ni+Mj 2 Ni+Mj ’
k=1 ni+ny ny+ny

ol
— N est le nombre d’éléments de {Y7, ..., Y}, } qui prennent la valeur a,
— M est le nombre d’éléments de {Zy, ..., Z,,} qui prennent la valeur a;,
Fonction de test : ¢(x) = Lry)»s-
Choix de la valeur critique s : sous 'hypothese (Hp), T(X) suit asymptotiquement une
loi x%(m — 1). s sera donc choisie telle que P(K > s) = a, avec K ~ x*(m — 1).

5.2 Test de Kolmogorov-Smirnov, extensions et généralisations

5.2.1 Le test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation

Soit X = (Xj,...,X,) un n-échantillon d’une loi P absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur (R, B(IR)) inconnue. Soit x = (xi,...,x,) une observation de cet
échantillon. La fonction de répartition notée F associée a P, définie pour tout t € R, F(t) =
P(X; < t), estinconnue. On peut 'estimer par F, la fonction de répartition empirique associée
a I’échantillon X, définie pour t € R par

1 n
Fult) = ~ Y e (X0).
i=1

Notons que pour chaque t € R fixé, F,(t) est une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1], et
que par la loi forte des grands nombres, F,,(t) — F(t) p.s.

En fait, ’estimation de F par F, est justifiée par le résultat de convergence uniforme (plus
fort) suivant.
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Theoréme 13 (Glivenko-Cantelli (admis)).

sup |[Fu(t) = F(t)] =n—e 0 p.s.
teR

Comme pour le test du Khi-Deux, on introduit alors une (pseudo) distance entre la mesure
empirique P, associée a I’échantillon X et P, qui est tout simplement la distance en norme
infinie entre la fonction de répartition empirique F, et la fonction de répartition F :

Dgs(Py, P) = sup |F,,(t) — F(t)|.
teR

Proposition 8. Si (X(1),..., X)) est la statistique d’ordre associée a I'échantillon X, alors

i
Dis(Py, P) = max max { [F(X(p) - =

7

F(X) — %‘}

Theéoréeme 14. Soit D,(X) = vnDxs(Py, P).

(@) Si U, = \n SUPyepo1) Fun(t) — t, oit Fuy est la fonction de répartition empirique associée a
n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1], alors D, (X) suit la méme loi que U,,. On dira que la loi de
la statistique D,(X) est libre de P (elle est entiérement connue). Cette loi est tabulée pour des petites
valeurs de n.

(ii) (Massart 1990) Pour tout n, P(Dp(X) < t) > 1 — 2¢72

(iif) (Kolmogorov 1933) D,(X) converge en loi vers une loi (tabulée) dont la fonction de répartition
est donnée par

H(t)=1+2 Z(—1)ke—2’<2f2.
k=1

(iv) Si P° est une loi donnée absolument continue sur (R, B(R)), telle que P # P°, alors
DY(X) = VnDgs(Py, P’) =) co.

Preuve. (i) On rappelle la définition de la fonction quantile (ou inverse généralisée de la
fonction de répartition) : F~!(u) = inf{t, F(t) > u}.
Les fonctions F et F~! vérifient les propriétés suivantes :

1. Pour tout t € R, F~' (F(t)) < t.

2. Pour tout u € (0, 1), F (F~'(u)) > u.

3. F"Y(u) < tsi et seulement si u < F(t).

4. Sil ~U(0,1), F1(U) est de méme loi que X.
Pour démontrer ces propriétés, on note 7, 'ensemble F,, = {t, F(t) > u}. Alors F~(u) = inf F,,.
1. Soit t € R, alors t € Fp(;) donc FL(F(t) < t.
2. Par définition, il existe une suite (t,), décroissante d’éléments de F,, telle que t, — F~1(u).
Puisque F(t,) > u pour tout 1 et que F est continue a droite, F(F~! (1)) > u.
3. Supposons u < F(t). Alors t € ¥, donc F!(u) < t.
Pour la réciproque, supposons F~(u) < t. Alors par croissance de F, F(F~(u)) < F(t). Par le
point 2 ci-dessus, cela entraine que F(t) > u.

4. Pour t € R, par le point 3 ci-dessus, P(F"}(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t), et la fonction F
caractérise la loi de X.
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Dong, si U; suit une loi uniforme sur [0, 1], F~1(U;) suit la méme loi que X; et Fy,(F(t)) =
Iy lu<rp =120, L y<t =0 F,(t). Donc Vi sup,p [Fuu(F(t)) — F(t)| suit la méme loi
que D, (X) et comme F est continue, lorsque t parcourt R, F(t) parcourt [0, 1]. Finalement, on
a bien que U, suit la méme loi que D, (X).

(iii) Admis. Voir I'ouvrage de Billingsley par exemple.

(iv) Il existe € > 0, t > 0 tels que F(t) — FO(t) > € ou FO(t) — F(t) > ¢. Supposons (sans perte de
généralité) que F(t) — FO(t) > .

Alors

DY(X) > VilF,(t) — FA(O)] = Va(Ea(t) — (1)) + Va(F(t) - F() > Va(Fa(t) -~ F(t) + Vre.

D’aprés la loi des grands nombres, F,,(t) — F(f) =) 0, donc P(F,(t) - F(t) < —¢/2) — 0 et pour
tout M > 0,

P(DY(X) > M) — 1.

Application de ces résultats a la construction du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéqua-
tion.

On se donne maintenant une loi P° sur (R, B(R)), dont la fonction de répartition F' est
continue et on considére le probléme de test de

(Ho) : P = P° contre (H;) : P # P°.

Statistique de test : au vu du théoréme précédent, il est naturel de considérer comme statis-
tique de test la statistique

DR(X) = ViiDis(Pa, P°) = it max max {|F(X) - =,
<i<n

i-1
F(Xg) - T'}

Forme de la région critique et fonction de test : puisque sous (H;), D)(X) — +o0, on choisit
P() = Lpo(yyss-

Choix dela valeur critique s : pour n petit (en pratique n < 100), on utilise les tables de la loi de
U,, pour n plus grand, on utilise les tables de la loi asymptotique de fonction de répartition H.

Remarques.

— Le test de Kolmogorov-Smirnov n’est utilisable que pour les lois absolument conti-
nues !

— On constate souvent en pratique que le test de Kolmogorov-Smirnov est plus puissant
que le test du Khi-Deux.

— Comme pour le test du Khi-Deux, on peut dans certains cas adapter le test de
Kolmogorov-Smirnov pour tester ’appartenance a une famille paramétrique de lois
{Pg, 0 € O} : familles de lois uniformes, gaussiennes, exponentielles. Dans ce cas, on
doit montrer qu’en prenant I'estimateur empirique classique 6 du parameétre 6 de la
famille de lois, la loi de la statistique VnDgs(Py, Pg) est libre de P. On verra dans la
suite I'exemple du test de normalité (Lilliefors).
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5.2.2 Le test de Kolmogorov-Smirnov d’homogénéité

On considere un couple de variables aléatoires (Y, Z), tel que Y et Z sont supposées indépen-
dantes, de lois respectives Py et Pz. On considere un nj-échantillon (Y7, ...,Y},) de laloi de
Y et un np-échantillon (Z,...,Z,,) de la loi de Z, supposés indépendants, et on dispose de
l'observation x = (y1,...,Yny, 21, -, Zn,) de X = (Y1,..., Y0, Z1, ..., Zy,).

On note F,, la fonction de répartition empirique associée a (Y71, ..., Yy,) et G, celle associée

a(Zi,...,2Zy,), et onintroduit Dy, ,(X) = /n:lsz SUP;eg [Frny (F) = Gy ().

Theéoreme 15. (i) La loi de la statistique Dy, ,,(X) est libre de Py et Pz lorsque Py = Pz. Cette loi
est tabulée. Elle ne dépend que de ny et ny.
(ii) Si Py # Pz, alors Dy, ;,(X) =»®) +c0.

Application de ces résultats a la construction du test de Kolmogorov-Smirnov d’homogé-
néité.
On veut tester

(Ho) : Y et Z suivent la méme loi contre (H;) : Y et Z ne suivent pas la méme loi.
Statistique de test : Dy, 4,(X).
Fonction de test : ¢(x) = 1p, , ()s-
Choix de la valeur critique s : a partir des tables du test de Kolmogorov-Smirnov d’homoggé-
néité.
5.2.3 Tests de Cramér-von Mises et Anderson-Darling

Soit X = (Xj,..., X;) un n-échantillon d"une loi inconnue P. On se donne, comme pour le
test de Kolmogrov-Smirnov une loi P? sur (R, B(R)), absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, dont la fonction de répartition et la densité sont notées ¥ et f°
respectivement. Sur la base d"une observation x = (x1,...,x,) de X, on souhaite tester :

(Ho) : P =P’ contre (H;) : P # P°.

On considére différentes mesures de dissimilarité entre F,, et F°.
Statistique de test de Cramér-von Mises :

. 2
o= a0 o= 3 s

Fonction de test de Cramér-Von Mises : ¢(x) = L0,

Statistique de test d’Anderson-Darling :

2 ) =~ 2i—1
ANX)=n f}R (Fu(H) - F(t)) mdt:—n—; . (In(F° (X)) + In(1 = F(Xre1-9))

Fonction de test d’Anderson-Darling : ¢(x) = 1 4055
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Choix de la valeur critique s : sous (Hp), les lois de C9(X) et A%(X) sont libres de P, la valeur
critique s est a lire dans les tables de Cramér-von Mises et Anderson-Darling.

Remarque : ces tests s’étendent a la comparaison de la loi de X a celle d’un autre échantillon
indépendant en remplagant FO par la fonction de répartition empirique G, du deuxiéme
échantillon et fO(t)dt par dH(t) out H est la fonction de répartition empirique associée au
vecteur aléatoire composé des variables issues des deux échantillons agrégés, et en renor-
malisant différemment la statistique de test (c.f. [1] pour plus de détails).

5.2.4 Test de normalité de Lilliefors

Soit X = (X3,...,X,) un n-échantillon d’une loi inconnue P. Sur la base d'une observation
x = (x1,...,%,) de X, on souhaite tester :

(Ho) : X suit une loi gaussienne contre (H;) : X ne suit pas une loi gaussienne.

Le test de normalité de Lilliefors [16] revient - intuitivement (attention une loi de parametres
aléatoires n’existe pas) - a appliquer le test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation a une loi
PP correspondant a une loi gaussienne d’espérance X et de variance S?(X) = Y., (X; — X)2.

2

Choix de la valeur critique s : la loi du vecteur aléatoire composé des %{ étant libre
de l'espérance et la variance des X; sous (Hp), la loi de L,(X) sous (Hp) est libre de P,
mais attention, elle différe de celle de Kolmogorov-Smirnov ! Donc s est a lire dans la table
spécifique de Lilliefors.

Statistique de test :

of X — X\ i-1
SX) | n

4
<i<n

L,(X) = \/EDKS(Pn,ZSO) = \/ﬁ{n_ax max{

0 X(i)—X i
F( 5(X) )_E

Fonction de test : ¢(x) = 11, (x)>s-

Remarque : on peut, de la méme fagon, construire un test de normalité a partir des tests de
Cramér-von Mises et Anderson-Darling.
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5.3 Exercices

Exercice 1: La vie en couleurs des M&M'’s

On souhaite tester 1'hypothese suivant laquelle la répartition des couleurs de M&M’s dans
un paquet est bien en moyenne celle annoncée officiellement :

— Jaune : 15%

— Rouge : 12%

— Orange : 23%

— Bleu : 23%

— Marron : 12%

— Vert : 15%
Compter le nombre de M&M'’s de chaque couleur dans les paquets distribués et conclure
sur l'observation de cet échantillon.

Exercice 2 : Attaque d’insectes

Les fruits d'un verger en agriculture biologique ont subi une attaque d’insectes. Sur un lot
de quatre cents fruits, on compte le nombre d’insectes contenu dans chaque fruit. On obtient
les résultats suivants :

Nombre d’insectes par fruit | 0 | 1 2 |34 |5|6|7]|=>8

Nombre de fruits 851138 10449158 |0|1]| O

Les observations confirment-elles I’hypotheése selon laquelle le nombre d’insectes présents
dans un fruit choisi arbitrairement est une variable aléatoire obéissant a une loi de Poisson ?

Exercice 3 : Tir a 'arc

Un statisticien, futur candidat de Koh-Lanta, s’entraine pour I'épreuve de tir a I’arc. Il installe
une cible dans sonjardin etla vise 30 fois. A chaquetiri (i € {1,...,30}), il apprécie la précision
de son tir en mesurant I'éloignement X; entre le centre de la cible et le point d'impact de sa
fleche. Si la mesure x; = 0, il a tiré au centre de la cible, si x; < 0, il a tiré dans la demi-cible
du bas, si x; > 01l a tiré dans la demi-cible du haut.

Les mesures sont les suivantes (en dm) :
-1.8,1,-0.1,3,-1.3,-1.4,1.3,-0.8,0.3,-1,-1,0,0.6,-0.2,0.6,0.8,1,-1.4,-1.6,-2.3,-1.2,4,4.3,
0,1,1.2,3.8,-1,0.5,-2.9. Les tirs sont considérés indépendants entre eux et on admet que le
statisticien est un excellent tireur si les X; suivent une loi normale N(0, 4).

1. On suppose ici que les X; suivent une loi normale. Tester au niveau 5% les hypotheses :

(Ho) : 0% =4 contre (H;) : 0% #4,
puis
(Hop) : m =0contre (Hy) : m #0.

2. Al’aide d"un test du Khi-Deux de niveau asymptotique 5% sur les classes |- o0, —1[, [-1, 0[,
[0,1[, [1,2[, [2, +oo, dire si le statisticien peut étre considéré comme un excellent tireur.

3. Quel test le statisticien aurait-il fait s’il avait seulement souhaité vérifier que les X; suivent
une loi gaussienne ?
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Exercice 4 : Taille des hommes politiques

Afin de mener une étude sociologique sur la taille des hommes politiques et leur popularité,
on souhaite s’assurer au préalable que la taille d’'un homme politique peut étre supposée
de loi gaussienne. On reléve pour cela la taille de 500 hommes politiques tirés au sort. On
obtient les résultats suivants :

taille (cm) | <161  ]161,163] 1163,165] ]165,167] ]167,169] 1169,171]
effectif 4 1 25 35 75 115
taille (cm) | ]171,173] 1173,175] 1175,177] 1177,179] 1179,181] > 181
effectif 125 60 40 10 5 5

Que peut-on conclure ?

Exercice 5 : Bienvenue chez les Ch’tis

Dans un village du Nord de la France, 500 personnes sont allées voir le film "Bienvenue chez
les Ch’tis" a sa sortie, dont 100 sont retraitées, 50 sont chdmeuses, et 350 sont actives. Les
impressions a la sortie sont les suivantes :

Tres satisfait | Assez satisfait | Décu
Choémeurs 35 10 5
Actifs 90 210 50
Retraités 70 23 7

Dans ce village, I’opinion sur le film dépend-elle de l'activité ?

Exercice 6 : Aptitude a I'utilisation de SAS et R

Dans deux formations de Statistique, on a effectué des tests d’aptitude a l'utilisation des
logiciels SAS et R. Pour chaque éléve, le degré d’aptitude a été noté 1, 2, 3 et 4, du meilleur
au moins bon.

Formation 1 Formation 2

SAS—R | 1 2 3 4 ||[SAS—R | 1 2 3 4

38 | 72 | 108 | 112 42 | 50 | 104 | 108
58 | 80 | 127 | 141 76 | 84 | 122 | 136
98 | 138 | 202 | 161 9 | 132 | 186 | 184
131 | 146 | 166 | 222 112 | 138 | 199 | 231

= QN =
= W N| =

1. Vérifier, pour les deux formations, I'indépendance entre les aptitudes a utiliser SAS et R
au niveau asymptotique 5%.

2. On veut savoir si les formations conduisent au méme degré d’aptitude. On sélectionne
alors, dans les deux formations, les éleves ayant atteint un degré d’aptitude au moins égal a
2 pour chacun des deux logiciels. Tester '’hypothése d’égalité des deux répartitions (selon la
formation) a I'aide d’un test du Khi-Deux au niveau asymptotique 2.5%.
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Exercice 7 : Tir a I’arc, 1a revanche

1. Reprendre l'exercice 3 ci-dessus et dire si le statisticien peut étre considéré comme un
excellent joueur a 1’aide d"un test de Kolmogorov-Smirnov.

2. Rappeler les propriétés théoriques permettant de tabuler la loi de la statistique de test sous
I'hypothése nulle.

Exercice 8 : Cannabis thérapeutique

On souhaite comparer deux médicaments sensés soulager la douleur. On a observé sur
16 patients dont 8 ont pris le médicament A habituel et les 8 autres un médicament B
expérimental a base de cannabis, les durées de soulagement suivantes (en heures) :

A | 6831 58|45 |33|47 (4249
B|44 25|28 |21|66]11)]48]23

1. Proposer un test paramétrique de comparaison.

2. On veut maintenant effectuer un test non paramétrique de Kolmogorov-Smirnov. Expli-
quer pourquoi la statistique de test sous ’hypothese nulle peut étre tabulée. Conclure pour
un niveau asymptotique 5%.

Exercice 9 : Test non paramétrique d’exponentialité

Soit @ > 0et Sy = Xq +... + X, o Xy,..., X, sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle E(O).

1. Montrer que (g—l, e, Sg:) suit la méme loi que la statistique d’ordre (U, ..., Uy-1)) d'un

n-1) échantillon de la loi uniforme sur [0,1].
2. A partir du test de Kolmogorov-Smirnov, proposer un test non paramétrique d’exponen-
tialité.
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Chapitre 6

Tests non paramétriques basés sur les
rangs ou les statistiques d’ordre

6.1 Symétrie : test des rangs signés de Wilcoxon

Soit X = (Xj,...,X,) un n-échantillon d’une loi P absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur (R, B(R)) inconnue. On note (X’(ll), e ,X?n)) la statistique d’ordre
associée aux |Xj|. Soit x = (x1,...,x;) une observation de X.

La loi P étant continue, P(|X;| = |X||) = 0 pour i # j, donc on considere qu’il n’y a pas d’ex

aequo dans les |Xj].

On désigne par R l'application qui, aux variables |Xj|, associe leur rang : R(|X;|) = k si
1Xi| = X7,
(k)

Test de symétrie. Sur la base de I'observation x, on souhaite tester
(Ho) : Laloi P est symétrique contre (H;) : Laloi P n’est pas symétrique.

Statistique de test :
n n
Wi (X) = Y R(Xi)lxs0 = Y KBY,
k=1

i=1

+ —
avec Bk = ]lXi telle que |Xi|=X’('k) est strictement positive-

Fonction de test : ¢p(x) = Ly y<s; + L ()25, -

Choix des valeurs critiques s et s; : sous (Hp), les variables B; sonti.i.d. deloi de Bernoulli de

parametre 0.5, donc la loi de W (X) sous (Hy) est libre de P. Elle est symétrique par rapport a

son espérance, qui est égale a @. On peut donc déduire s; et s, de la table correspondante

pour de faibles valeurs de 1, ou utiliser 'approximation asymptotique de cette loi par une
loi N (”(TD, ”(n+12)fn+1)) pour de grandes valeurs de n.

Test sur le centre de symétrie. Sur la base de I'observation x, sachant de fagon stire que la
loi P est symétrique par rapport a un réel m inconnu, on souhaite tester

(Hp) : m =mg contre (Hy) : m # mg, oum > mgp, ou m < my.
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Statistique de test : W, (Xq —my, ..., X, — mp).

Fonction de test : <P(x) = ]le{(xl—m(],...,xn—mo)Sl + ﬂW;(xl—mo,.‘.,xn—mo)Zsy ou ]IW;,r(xl—mo,...,x,,—mo)Zs, ou

1 Wit (x1—mg, ... xy—mg)<s"

6.2 Homogénéité : tests de Wilcoxon et Mann-Whitney

On considere un couple de variables aléatoires (Y, Z), tel que Y et Z sont supposées indépen-
dantes, de lois respectives Py et Pz. On considere un ni-échantillon (Y1,...,Y,,) delaloi de
Y et un ny-échantillon (Z, ..., Z,,) de la loi de Z, supposés indépendants, et on dispose de
l'observationx = (y1,...,Yu;, 21, ,2Zny) de X = (Y1,..., Yu,, Z1, ..., Zyy).

On note F,, la fonction de répartition empirique associée a (Y7, ..., Yy,) et G, celle associée

a(Zy, ..., Zyy), et onintroduit Dy, 1,(X) = /7355 Sup;eg 1Fn () = Gy (8)]-

ni+ny

On suppose ici que Py et Pz sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R (probabilité nulle d’avoir des ex eequo dans les échantillons).

On note n = ny + ny, et on redésigne par (Xy,...,X,) les variables composant X. Soit
(Xq), - - -, X)) la statistique d’ordre associée a (X1, ..., Xy).

On note R l'application qui, aux variables Y;, associe leur rang dans (X(y), ..., X)) : R(Y;) = k
si Yi = X(k).
Sur la base d"une observation x = (y1, ..., Yu,, 21, - - .,2n,) de X, on veut tester

(Ho) : Y et Z suivent la méme loi contre (H;) : Y et Z ne suivent pas la méme loi.

Test de Wilcoxon. Statistique de test de Wilcoxon :

n n
Wi (X) = Y R(Y:) = ) kB,
i=1 k=1

ou By = ]lx(k)G{Y1,~~.,Yn1}'
Fonction de test : ¢(x) = Tw, . <5 + 1w, ., (025,

Choix des valeurs critiques s; et s, : sous (Hp), la loi de Wy, ,(X) est libre de Py et Pz. Elle

N

est symétrique par rapport a son espérance égale a w On peut donc déduire s; et s,
de la table correspondante pour de faibles valeurs de n; et 1y, ou utiliser ’approximation
asymptotique de cette loi par une loi N (nl(nlznzﬂ), nm(nll; n2+1)) pour de grandes valeurs de

ny et no.

Test de Mann-Whitney. Statistique de test de Mann-Whitney : considérant les n171, couples
(Yi, Zj), avec ny < ny, la statistique de Mann-Whitney Uy, x,(X) correspond au nombre de
couples (Y, Z)) tels que Y; > Z; ou encore

1‘11(1’11 + 1)

unl,nz(X) = Wnl,nz (X) - )

Fonction de test : ¢(x) = L, @zt + L,y (0250
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6.3 Tests de Wilcoxon et Mann-Whitney : présence d’ex a®quo

Les tests basés sur les rangs peuvent étre également utilisés pour des lois discrétes. Dans ce
cas, il faut gérer la présence possible d’ex eequo.
Deux méthodes sont alors possibles.

1. On range les variables par classe et on attribue a chacune des variables d"une classe
le rang moyen correspondant a cette classe (méthode des rangs moyens), de fagon a
conserver la relation : },7_; R(X;) = @ Attention : la loi de la statistique sous (Hp)
s’en trouve modifiée. Pour plus de détails, on renvoie a [?] ou [21].

2. On attribue aux ex aequo des valeurs différenciées a 1’aide d"une table de nombres au
hasard. Les tables et les approximations asymptotiques habituelles peuvent alors étre
utilisées.

6.4 Normalité : test de Shapiro-Wilk

Soit X = (Xy,..., Xy) un n-échantillon d’une loi inconnue P. Sur la base d’une observation
x = (x1,...,%,) de X, on souhaite tester :

(Hp) : X suit une loi gaussienne contre (H;) : X ne suit pas une loi gaussienne.

Statistique de test :
2
(T aiXo)

SW,(X) = —,
?:1 (Xi - X)2

ou
— les a; sont des constantes dépendant de 1’espérance m et de la matrice de variance-
covariance V de la statistique d’ordre associée a un échantillon de taille n de loi

. e -1 . .

gaussienne centrée réduite : (a1,...,a,) = ('VmTvl)”z’ et disponibles dans des tables
m - —m

spécifiques,

— (Xqy, - .., X)) est la statistique d’ordre associée a X.

Cette statistique de test peut s’interpréter comme le ccefficient de détermination entre le
vecteur des quantiles générés a partir d"une loi gaussienne et celui des quantiles empiriques
basés sur les données. Le tracé du premier vecteur en fonction du deuxiéme s’appelle un
graphe quantile-quantile ou "Q-Q plot", que I'on compare graphiquement a la droite de
Henry.

Fonction de test : ¢(x) = Lgw, (x)<s-

Choix de la valeur critique s : la loi de SW,,(X) sous (Hp) est libre de P (c.f. [22] pour plus de
détails), donc s est a lire dans la table de Shapiro-Wilk (comme les ;).
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Chapitre 7

Annales corrigées

7.1 Lutte contre la fraude fiscale

Sujet d’examen, année universitaire 2011-2012, durée : 1h30

Le probleme suivant se compose de trois parties. Des extraits de tables statistiques sont donnés a la
fin du sujet en Annexe 1.

Devant la crise de la dette publique en Europe, de nombreux états européens ont fait de la
lutte contre la fraude fiscale une priorité nationale. Des dispositifs de détection de la fraude
sont mis en place, et parmi eux, la détection de ’écart a la loi de Benford. Cette loi, découverte
en 1881 par Simon Newcomb, alors passée inapercue, fut redécouverte par Frank Benford
en 1938, puis démontrée en 1996. Elle modélise la fréquence d’apparition du premier chiffre
d’un nombre issu de résultats de mesures non falsifiées (voir Annexe 2).

La table de la loi de Benford (en base 10) est donnée ci-dessous :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(C=k) || 0.301 | 0.176 | 0.125 | 0.097 | 0.079 | 0.067 | 0.058 | 0.051 | 0.046

C étant une variable aléatoire modélisant le premier chiffre d"un nombre issu de résultats de
mesures.

Partie I : Test sur une probabilité

Lors du controle fiscal d'une entreprise, afin de détecter et d’identifier plus rapidement une
éventuelle zone falsifiée dans la comptabilité de 1’entreprise, un contrdleur reléve au hasard
120 montants apparaissant dans cette zone.

On a remarqué que dans des comptes d’entreprises, les zones falsifiées comportent plus de
montants commengant par le chiffre 6 que dans les zones non falsifiées, pour lesquelles la
proportion théorique de montants commengant par 6 est égale & 6.7% selon la loi de Benford.
En premiere intention, le controleur décide donc de regarder la proportion de montants
commencant par 6 dans les montants qu’il a rélevés.

On introduit un 120-échantillon X = (Xj, ..., Xi20) de la loi de Bernoulli de parametre 0
modélisant I’apparition du chiffre 6 en premiére position sur 120 montants relevés au hasard
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dans la zone de comptabilité considérée : pour i = 1...120, X; = 1 si le i-éme montant
commence par 6, 0 sinon.

1. Ecrire le modele statistique correspondant. Quelles hypotheses ce modele induit-il sur les
montants relevés ? Qu’en pensez-vous ?

2. Le contrdleur souhaite tester sur la base de I’observation de X, (Hp) : 6 = 0.067 contre (H1) :
0 > 0.067. Que signifie ce choix d’hypotheses ?

3. Construire un test intuitif de (Hy) contre (H1) de niveau 5%.

4. Donner la taille de ce test, et calculer sa puissance pour 6 = 0.1.

5. Sur les 120 montants relevés par le contréleur, 18 commencent par le chiffre 6. Que peut-il
conclure ?

6. Calculer la p valeur du test et retrouver, a 1’aide de cette p valeur, la conclusion ci-dessus.
7. Expliquer pourquoi ce test ne peut pas étre uniformément plus puissant parmi les tests de
niveau 5%.

8. Montrer que le modéle considéré est a rapport de vraisemblance croissant. En déduire la
construction d’'un nouveau test de (Hp) contre (H;) uniformément plus puissant parmi les
tests de niveau 5%.

9. Calculer la puissance de ce nouveau test pour 6 = 0.1.

10. La conclusion de ce nouveau test differe-t-elle de celle obtenue a I'aide du test intuitif ?

Partie II : Test du Khi-Deux d’adéquation

Afin d’affiner son étude de premiére intention, le controleur s’intéresse en deuxiéme intention
a la loi du premier chiffre d’'un montant relevé dans la zone de comptabilité étudiée. 11
souhaite tester I'hypothese selon laquelle cette loi est la loi de Benford a 1’aide d’un test du
Khi-Deux d’adéquation. Il note pour cela le nombre de montants commengant par k parmi
les 120 montants relevés, pour k = 1...9, et il obtient les résultats suivants.

k 112 (3|4 |5]6/|7/]8]|9
Montants commencant park || 12 | 10 | 12 | 13 | 17 | 18 | 16 | 12 | 10

1. Donner la statistique de test du Khi-Deux d’adéquation a la loi de Benford.
2. Déterminer le test du Khi-Deux d’adéquation a la loi de Benford de niveau 5%.
3. Quelle est la conclusion du test?

Partie III : Durée de controles fiscaux

Le temps (en jours) consacré habituellement au contrdle fiscal d’une petite entreprise peut
étre modélisé par une loi gaussienne d’espérance m = 55. Les études de premiere et deuxiéme
intentions précédentes ayant pour but d’identifier rapidement d’éventuelles zones falsifiées
dans les comptes d"une entreprise, on veut savoir si la mise en place d'un dispositif de
contrdle intégrant de telles études permet de diminuer significativement la durée d'un
controle fiscal en moyenne. On releve pour cela les durées (dy,...,dsp) de 50 controles
fiscaux apres la mise en place d"un dispositif intégrant les études de premiere et deuxieme
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intentions précédentes. On obtient les résultats suivants : d = z; 20 d; = 52.78 et $3(d) =

A2
5 P (dl- - d) = 55.726. On a mené I'étude statistique décrite ci-dessous.

1. Modele statistique. Soit D = (Dy, ..., D5p) un 50-échantillon de la loi gaussienne d’es-
pérance m inconnue, de variance 02 inconnue, modélisant les durées de 50 contrdles fis-
caux apres la mise en place du dispositif. Soit X = R, A = B(RY?), ® = R+ XR%, et
pour 0 = (m,0%) € ©, Py = N(m,0%)®". Le modele statistique considéré est représenté par
(X/ A, (P9)6€®)'

2. hypotheses. On teste (Hp) : m = 55 contre (Hp) : m < 55. On souhaite ici se prémunir en
priorité du risque de déclarer que la durée d"un contréle fiscal a diminué avec la mise en
place du dispositif alors que ce n’est pas le cas.

3. Statistique de test. On introduit la statistique suivante :

d—m
T(d) = V50 .
(d) =0

Sous (Hp), T(D) suit une loi de Student a 49 degrés de liberté.

4. Région de rejet du test de niveau 5% : R(y,) = {d,T(d)| > 2.01}.

5. Conclusion. Ici, T(d) = —2.1 donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.

Des erreurs se sont glissées dans cette étude statistique. Relevez-les et corrigez-les.
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ANNEXE 1 : Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne centrée réduite : on donne pour différentes valeurs de a € [0, 1],

da tel que P(N < gq,) = a lorsque N ~ N(0,1).

o 0.9

0.95 | 0.975

g || 1.282

1.645 | 1.96

Table de la loi binomiale : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)

lorsque X suit une loi binomiale de parametres 120 et 0.067.

k

1

2 3 4

12 13 14

17

18

P(X < k) || 0.002

0.011 | 0.037 | 0.090

0.941 | 0.970 | 0.985

0.999

1

Table de la loi binomiale : on donne pour différentes valeurs de k, les valeurs de P(X < k)

lorsque X suit une loi binomiale de parametres 120 et 0.1.

k

3 4

12

13 14

17

18

PX <K

0.002 | 0.006

0.576

0.687 | 0.782

0.947

0.970

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de « € [0, 1], t,, o tel que

P(T < ty,0) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a 0.95 | 0.975
tigq || 1.677 | 2.011
tyo o || 1.677 | 2.010
ts504 || 1.676 | 2.009

Table de la loi du Khi-Deux : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], k;;  tel

que P(K < k) = a lorsque K ~ x2(n).

o 0.025 0.05 0.95 0.975
k7 o 1.690 | 2.167 | 14.067 | 16.013
kg o 2180 | 2.733 | 15507 | 17.535
ko o 2700 | 3.325 | 16919 | 19.023

ki1g || 89.827 | 93.918 | 144.354 | 149.957
k1194 || 90.700 | 94.811 | 145.461 | 151.084
k1200 || 91.573 | 95.705 | 146.567 | 152.211
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ANNEXE 2 : La loi de Benford

Extrait d'un article de la Revue Francaise de Comptabilité no 321,
Ecrit par X. et R. Labouze

A l'époque ot les calculatrices n’existaient pas, les calculs se faisaient a la main, a l’aide
de tables. Un jour de 1881, un astronome américain, Simon Newcomb, s’apercut que les
premieres pages des tables de logarithmes étaient plus usées que les autres. Se pouvait-il
que les données recherchées dans cette table commencaient plus souvent par le chiffre "1" ? 11
tenta de résumer les résultats de son observation dans une formule simple pour mesurer la
fréquence d’apparition du premier chiffre C, celui situé le plus a gauche, dans un ensemble
de données : la fréquence du premier chiffre C est égale a log, (1 + 1/C).

A l'époque, cette formule ne convainquit personne.

Cinquante plus tard, vers 1938, un physicien américain, Frank Benford, redécouvrit les
mémes fréquences que celles résultant de l'application de la formule de Newcomb, en
répertoriant plus de 20000 données sélectionnées dans des domaines aussi divers que les
longueurs de plus de 300 fleuves, les recensements démographiques de plus de 3000 régions,
les masses atomiques des éléments chimiques, les cours de bourse, les constantes de la
physique, les couvertures de journaux, etc.

I constata donc que le premier chiffre était un "1" prés d’une fois sur trois! Il en fit une loi,
généralisant la formule de Newcomb, qui porte aujourd’hui son nom : la loi de Benford.

Cen’est qu’en 1996 que Terence Hill démontra mathématiquement la loi de Benford, celle-ci
ne s’appliquant qu’aux résultats de mesure.
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Correction

Partie I : Test sur une probabilité

1. On a considéré X = (Xj, ..., Xj20) un 120-échantillon de la loi de Bernoulli de parametre
0, modélisant 1’apparition du chiffre 6 en premiere position sur 120 montants relevés au
hasard dans la zone de comptabilité considérée : pouri = 1...120, X; = 1 si le i-eme montant
commence par 6, 0 sinon. Soit x = (x1, ..., x120) 'observation de cet échantillon, X = {0, 1120,
A = P({0,1}129). Pour 6 € © =]0,1[, on note Py = B(6)®'%0. Le modele statistique consi-
déré est alors représenté par (X, A, (Pg)oco). Cette modélisation implique qu’on suppose
les apparitions du chiffre 6 en premiere position dans les 120 montants de méme loi, et
indépendantes, ce qui peut, dans le cas d'une méme zone de comptabilité, étre discuté...

2. Par ce choix d’hypothéses, le controleur souhaite se prémunir en priorité du risque de
déclarer que la zone étudiée est falsifiée alors qu’elle ne I’est pas.

3. On considére la statistique de test T(X) = 11:2? X; correspondant au nombre de montants
commencant par un 6 parmi 120 montants relevés au hasard dans la zone de comptabilité
étudiée. Lorsque 0 = 0.067, T(X) suit une loi binomiale de parameétres (120, 0.067). On sait
que T(X)/120 est un estimateur sans biais, asymptotiquement normal de 6, donc de grandes
valeurs de T(X) favorisent plutot le choix de (Hj). Par conséquent, la région critique d’un
test intuitif de (Ho) contre (H1) est de la forme R,y = {x, T(x) > s}. La valeur critique s doit
vérifier I'inéquation du niveau : Py sy ({x, T(x) > s}) < 0.05, avec s € IN, ce qui est équivalent
a Poos ({x, T(x) <s—1}) > 0.95. Or lorsque X ~ Pg 67, T(X) ~ B(120,0.067), donc on choisit
s—1 =13, c'est-a-dire s = 14.

4. Le niveau exact du test est donné par Pg ey ({x, T(x) > 14}) = 1 — Po ey ({x, T(x) < 13}) =
1 -097 = 0.03. La puissance du test en 0 = 0.1 est donnée par Py ({x, T(x) > 14}) =
1-Po1({x, T(x) <13}) =1-0.687 = 0.313.

5.1Ici, T(x) = 18 > 14 donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.

6. La p valeur du test est donnée par p(x) = Pos7 ({x, T(x) > 18}) = 1—=Pooe7 (Ix, T(x) <17}) =
1-0.999 = 0.001. On a trés clairement p(x) < 0.05 donc on rejette bien la aussi (Hp) au profit
de (H;) pour un niveau 5%.

7. La taille du test intuitif construit ci-dessus est de 3% < 5%. Or un test uniformément
plus puissant de (Hp) contre (H;) parmi les tests de niveau 5% ne peut étre que de taille
exactement 5%.

8. Le modele considéré est dominé par la mesure de comptage sur X et sa vraisemblance est

donnée par L(x, 0) = 623:2?"1'(1 - 6)120‘23:2(1) i, Pour0<6 <6 <1,

L(x,0) (0 \L% 1 - gr\120-Xi
(x, 0) (_) ( ) = 0 (T(V)),

Lx,0) \@ 1-0

avec hg ¢ strictement croissante. Le modele considéré est donc a rapport de vraisemblance
croissant. D’aprés un corollaire dulemme de Neyman-Pearson, il existe un test uniformément
plus puissant parmi les tests de niveau 5% de (Hp) contre (H;) de la forme :

1 siT() >k
dx)={ c siT(x)=k ,
0 siT(x) <k

avec Eg.067[®P] = Poos7 ({x, T(x) > k}) + cPo.0s7 ({x, T(x) = k}) = 0.05.
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On choisit k tel que Poe7 ({x, T(x) > k}) < 0.05 c’est-a-dire Pooe7 ({x, T(x) < k}) > 0.95. On
prend donc k = 13. Ensuite, on résout ’équation précédente et on obtient pour c:

_ 0.05 - P0_067 ({x, T(x) > 13}) _ 0.05-1+ P0.067 ({x, T(X) < 13}) —0.69
~ Pooer({x, T(x) =13})  Poger (x, T(x) < 13}) — Pooer (fx, T(x) <12))

On obtient donc finalement le test suivant :

1 siT(x) > 13
Ox)=4 0.69 siT(x)=13 .
0 si T(x) <13

9. La puissance de ce nouveau test en 8 = 0.1 est donnée par Eo1[P] = Py ({x, T(x) > 13}) +
0.69Pp1 ({x, T(x) = 13}) =1 — 0.687 + 0.69(0.687 — 0.576) = 0.39, donc la puissance du test est
supérieure a celle du test intuitif précédent.

10. La conclusion de ce nouveau test avec T(x) = 18 reste inchangée.

Partie II : Test du Khi-Deux d’adéquation

1.Onnote pourk =1,...,9, Ni le nombre de montants commengant par le chiffre k dans x, et
pi la probabilité que C soit égal a k lorsque C est une variable aléatoire modélisant le premier
chiffre d"un nombre issu de résultats de mesure suivant la loi de Benford. La statistique du
test du Khi-Deux d’adéquation est donnée par :

2\ (N — 120p;)?

T = 120p%

k=1

2. La fonction de test correspondante est de la forme : ®(x) = Lr()ss, avec s égale au 0.95
quantile de la loi du Khi-Deux a 9 — 1 = 8 degrés de liberté, c’est-a-dire s = 15.507.
3. On a les résultats suivants :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ni 12 10 12 13 17 18 16 12 10
pr | 0301]0.176 | 0.125 | 0.097 | 0.079 | 0.067 | 0.058 | 0.051 | 0.046

120p, | 36.12 | 21.12 | 15.00 | 11.64 | 948 | 8.04 | 6.96 | 6.12 | 5.52

On trouve apres calculs T(x) = 62.05 > 15.507 (ona déja (N7 —120p1)?/120p; = 16.11 > 15.507),
donc pour un niveau asymptotique 5%, on rejette ’hypothese selon laquelle le premier chiffre
d’un montant relevé au hasard dans la zone de comptabilité étudiée suit la loi de Benford.

Partie III : Durée de contréles fiscaux

1. Modele statistique. Soit D = (Dy, ..., D5p) un 50-échantillon de la loi gaussienne d’es-
pérance m inconnue, de variance 02 inconnue, modélisant les durées de 50 contrdles fis-
caux apres la mise en place du dispositif. Soit X = R, A = B(RY), ® = R+ XR, et
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pour 0 = (m,0?) € ©, Py = N(m,0%)®. Le modele statistique considéré est représenté par

(X/ A, (P9)9€®)'

2. hypotheses. On teste (Hp) : m = 55 contre (H;) : m < 55. On souhaite ici se prémunir en
priorité du risque de déclarer que la durée d'un controle fiscal a diminué avec la mise en
place du dispositif alors que ce n’est pas le cas.

3. Statistique de test. On introduit la statistique suivante :

() = v502=22
S2(d)

Sous (Hp), T(D) suit une loi de Student a 49 degrés de liberté.
4. Région de rejet du test de niveau 5% : R(y,) = {d, T(d) < -1.677}.

5. Conclusion. Ici, T(d) = —2.1 donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
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7.2 Derniere pensée pour Gregory House

Sujet d’examen, année universitaire 2010-2011, durée 2h30

Le probleme suivant se compose de quatre parties et d’une conclusion. Des extraits de tables statistiques
sont donnés a la fin du sujet en Annexe.

La sixieme saison de la série télévisée américaine House est diffusée en France sur TF1 depuis
le 19 avril dernier. Au Etats-Unis, les magazines de télévision ont noté une chute d’audience
pour cette sixieme saison diffusée en 2009-2010 par rapport a la cinquieme diffusée en 2008-
2009.

On s’intéresse de prés aux audiences des Etats-Unis et on mene ici différentes études statis-
tiques.

La saison 5 contient 24 épisodes et la saison 6 en contient 22. On a relevé les audiences (en
millions de téléspectateurs) de ces différents épisodes.

Pour la saison 5, on a les résultats suivants :

Episode 501 502 503 504 505 506 507 508 509 510 511 512
Audience || 14.77 | 12.38 | 12.98 | 13.27 | 13.09 | 13.50 | 13.06 | 13.26 | 12.88 | 12.52 | 14.05 | 15.03

Episode 513 514 515 516 517 518 519 520 521 522 523 524
Audience || 15.69 | 14.87 | 14.20 | 14.86 | 12.38 | 13.13 | 12.51 | 13.29 | 12.19 | 11.69 | 12.05 | 12.74

Pour la saison 6, on a les résultats suivants :

Episode 601 602 603 604 605 606 607 608 609 610 611
Audience || 16.50 | 16.50 | 14.44 | 13.74 | 13.50 | 11.65 | 13.31 | 12.67 | 11.95 | 13.25 | 12.24

Episode 612 613 614 615 616 617 618 619 620 621 622
Audience || 14.21 | 13.38 | 13.60 | 12.82 | 11.37 | 10.80 | 10.82 | 10.85 | 998 | 9.48 | 11.06

On note Y = (Yq,...,Y2) la variable aléatoire modélisant les audiences des 24 épisodes
de la saison 5, et y = (y1,...,Y24) I'observation de cette variable, puis Z = (Z;,...,Z») la
variable aléatoire modélisant les audiences des 22 épisodes de la saison 6, et z = (z1, ..., 222)
I’observation de cette variable.

Partie I : Comparaison d’échantillons gaussiens

On suppose que Y est un 24-échantillon d’une loi gaussienne N(im1,0%) et que Z est un 22-
échantillon d"une loi gaussienne N (3, a%). On suppose également ici que les audiences des
deux saisons sont indépendantes, c’est-a-dire que les échantillons Y et Z sont indépendants.

On note que Y72, y; = 320.39, Y. 7% 2 = 4303.229, Y. 2, z; = 278.12, Y. 72, 2% = 3588.408.

Pour juger d’une éventuelle réévaluation des tarifs de diffusion d"un spot publicitaire pen-
dant les épisodes de la saison 6 (par rapport aux tarifs de la saison 5) en France, on se base
sur les audiences américaines.

On soubhaite tester I'hypothese (Hy) "my < my" contre l'alternative (Hy) "my > my".

1. Que signifie ce choix d’hypotheses ? Quel point de vue adopte-t-on, celui des annonceurs
publicitaires ou celui de TF1 qui diffuse la saison 6 ?
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2. Montrer a I'aide d’un test statistique (intuitif) de niveau 5% que 1’'on ne peut raisonnable-
ment pas supposer que ¢7 = d3.
3. Construire un test asymptotique de (Hp) "m; < my" contre (Hy) "my > my" de niveau 5%.
Quelle est la conclusion du test ? Quel est I'inconvénient de ce test?

Partie II : Tests sur I’espérance et la variance en modele gaussien

Le test précédent n’étant pas satisfaisant, on décide de considérer un autre modele. On
introduit pour i = 1,...,22, la variable aléatoire X; = Y; — Z; modélisant la différence entre
l'audience du iéme épisode de la saison 5 et celle du ieme épisode de la saison 6 (on ne
considere ici que les 22 premiers épisodes de la saison 5). On suppose que X = (X, ..., X2)
est un 22-échantillon d"une loi gaussienne N(m, 02), et on note x = (x1,...,Xp) avec pour
i= 1,...,22,3(1' =Yi—z.

On souhaite tester sur la base de 'observation x I'hypothése (Hp) "m < 0" contre I’alternative
(H1) "m >0".

On note que 212221 x; =17.48 et 21-2:21 x? = 81.986.

1. Montrer, a I'aide d’un test intuitif de niveau 5% que 1’on peut supposer : 6> = 3.
Le test construit est-il uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% ?

2. On suppose donc désormais que o2 = 3.

a) Montrer que le modéle statistique considéré est a rapport de vraisemblance monotone.
b) En déduire la construction détaillée d'un test uniformément plus puissant parmi les tests
de niveau 5% de (Hp) contre (H1).

¢) Quelle est la conclusion de ce test?

d) A T'aide de la table de la loi gaussienne 2 fournie en Annexe, donner un encadrement de
la p-valeur du test. Qu’en conclut-on pour un niveau 1% ?

3. Quel test peut-on mettre en ceuvre si l'on ne veut plus faire I'hypothése que o> = 3?
Comparer ce test au test asymptotique de la partie I.

Partie III : Test d’adéquation du Khi-Deux

On considere toujours pour i = 1,...,22, la variable aléatoire X; = Y; — Z; modélisant la
différence entre 1'audience du iéme épisode de la saison 5 et celle du ieme épisode de la
saison 6. On suppose que X = (Xi,...,X2) est un 22-échantillon d’une loi inconnue, et
on note x = (x1,...,x») avec pour i = 1,...,22, x; = y; — z;. Afin de valider (ou non) le
modeéle gaussien posé dans la partie II, on a recours a un test non paramétrique du Khi-Deux
d’adéquation.

1. Question préliminaire. Détermination des effectifs sous ’hypothese gaussienne.

a) Donner les estimateurs empiriques classiques 1 et 6 de I'espérance et la variance de la
loi des X; et calculer les valeurs de ces estimateurs. On note i, et 6§bs les valeurs trouvées.
b) Montrer a I'aide de la table de la loi gaussienne 3 fournie en Annexe que si P désigne
la loi gaussienne d’espérance 1,5 et de variance 63};5’ alors P(] — o0, —0.45]) ~ 0.245, P(] -
0.45,0.85]) =~ 0.267, P(]0.85;2]) ~ 0.237 et P(]2, +oo[) =~ 0.251.
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2. Onnote que l'observation (x(y), . .., X(22)) de la statistique d"ordre associée a x = (x1,...,x22)
estégalea(—4.12,-1.73,-1.46,-0.73, -0.47,-0.41,-0.25,0.59,0.63,0.82,0.93,1.27,1.38,1.58,1.66, 1.81,
1.85,2.31,2.31,2.71,3.31, 3.49).

On souhaite tester 1’hypothese que X est bien un 22-échantillon d’une loi gaussienne a

l'aide d"un test du Khi-Deux de niveau asymptotique 5%, en considérant la partition de R
composée des intervalles suivants : | — oo, —0.45], | — 0.45, 0.85], ]0.85;2] et ]2, +co.

a) Donner la statistique de test, ainsi que la fonction de test.

b) Quelle est la conclusion du test ?

c) Que peut-on penser de la qualité de ce test ?

Partie IV : Test de normalité de Kolmogorov-Smirnov / Lilliefors

On cherche finalement a valider (ou non) le modéle gaussien posé dans la partie II, non
plus a l'aide d"un test du Khi-Deux d’adéquation, mais a 1’aide d’un test inspiré du test de
Kolmogorov-Smirnov (test de Lilliefors, 1967).

Le probleme de test considéré est donc (Hp) : X est un 22-échantillon d’une loi gaussienne
contre (Hjp) : X est n’est pas un 22-échantillon d"une loi gaussienne.

On rappelle que les estimateurs empiriques de I’espérance et la variance de la loi des X; sont
notés 71 et 62 (c.f. question 1. a) de la partie III précédente).
On note alors F; s2) la fonction de répartition de la loi gaussienne d’espérance 1 et de

variance 62 et on introduit Fy, la fonction de répartition empirique associée au 22-échantillon
X =(X1,...,X2).

1. Justifier I'introduction du test ¢(x) = 115, ot
L(X) = sup |F(; 52) () — F2(t)],
teR

en se basant sur 'expression du test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation.

2. Expliquer pourquoi les tables de la loi de Kolmogorov-Smirnov ne peuvent pas exactement
étre utilisées ici.

3. On souhaite maintenant montrer que la loi de la statistique de test L(X) sous I'hypothese
(Hop), appelée loi de Lilliefors, ne dépend pas des parametres inconnus (i.e. I’espérance et la

variance) de la loi des X;.
a) Pour cela, montrer dans un premier temps que

L(X) = sup |Fe2)(ift +t8) — Fao(iht + t0)|
teR

sup |F(t) — G2 ()],
teR

ou F est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite et Gy, est la fonction
de répartition empirique associée au vecteur (V7,...,Vy), défini par V; = (X; — 1i1)/6 pour
touti=1...22.

b) Montrer dans un deuxiéme temps que sous (Hy), la loi de G2 ne dépend pas des parametres
inconnus, et conclure.

4. Un extrait de la table de la loi de Lilliefors est donné en Annexe. En déduire la constante s
lorsque le niveau du test est choisi égal a 5%.
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5.0naici,ennotantx = (x1, ..., X22) 'observation de X, L(x) = 0.1366. Quelle estla conclusion

dutest¢?

Conclusion

Dresser un bilan des différentes études menées, en donnant éventuellement de nouvelles
pistes pour en mener d’autres plus pertinentes.

ANNEXE : Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne centrée réduite : on donne pour différentes valeurs de « € [0, 1],
ga tel que P(N < q,) = a lorsque N ~ N(0, 1).

24

0.9

0.95

0.975

qa

1.282

1.645

1.96

Table de la loi gaussienne centrée réduite :

de P(N < q) lorsque N ~ N(0, 1).

on donne pour différentes valeurs de g la valeur

q

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

29

P(N <gq)

0.977

0.982

0.986

0.989

0.992

0.994

0.995

0.997

0.997

0.998

0.999

Table de la loi gaussienne centrée réduite :

de P(N < gq) lorsque N ~ N(0,1).

on donne pour différentes valeurs de g la valeur

q

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.65

0.66

0.67

0.68

0.69

0.7

P(N < gq)

0.504

0.508

0.512

0.516

0.52

0.742

0.745

0.749

0.752

0.755

0.758

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de « € [0, 1], t,, » tel que
P(T < t,,) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a | 095 [ 0975
fa1q || 1.721 | 2.08
fa || 1.717 | 2.074
fr3 || 1.714 | 2.069
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Table de la loi du Khi-Deux : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], k;;  tel
que P(K < ko) = a lorsque K ~ x2(n).

a 0.025 0.05 0.95 0.975
ki, || 0.001 | 0.004 | 3.841 | 5.024
ko, || 0.051 | 0.103 | 5991 | 7.378
ks, || 0216 | 0.352 | 7.815 | 9.348
kyo || 0.484 | 0.711 | 9.488 | 11.143
ko1 || 10.283 | 11.591 | 32.671 | 35.479
koo || 10.982 | 12.338 | 33.924 | 36.781
koo || 11.689 | 13.091 | 35.172 | 38.076

Table de la loi de Fisher : on donne pour différentes valeurs de (11, 12) et de a € [0, 1], fu; 1,0
tel que P(F < fu, n,,0) = a lorsque F ~ F (n1, ny).

a [0.025] 005 | 095 | 0.975
foo20a || 0419 | 0.483 | 2.102 | 2.434
foooia || 0421 | 0.486 | 2.073 | 2.394
fooma || 0424 | 0.488 | 2.048 | 2.358
fo30a || 0424 | 0.488 | 2.092 | 2.420
foso1a | 0427 | 0.491 | 2.063 | 2.380
fo32a || 0430 | 0.494 | 2.038 | 2.344
foap0,a || 0430 | 0.493 | 2.082 | 2.408
foapla | 0433 | 0.496 | 2.054 | 2.368
foazra || 0436 | 0.499 | 2.028 | 2.331

Table de Kolmogorov-Smirnov : pour différentes valeurs de 1, on donne goo5 tel que
P(Supte[o,l] |Fun(t) — t| < gno95) = 0.95 (sans la racine carrée n), lorsque Fy;,;, est la fonc-
tion de répartition empirique associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1].

n 20 21 22
gno95 || 0.2941 | 0.2872 | 0.2809

Table de Lilliefors : pour différentes valeurs de 1, on donne g5 tel que P(L(X3, ..., X,) <
dn,0.95) = 0.95, lorsque L(Xj, ..., X,) est la statistique du test de Lilliefors.

n 20 21 22
gn095 || 0.1920 | 0.1881 | 0.1840
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Correction

Partie I

1. On privilégie 'hypothese (Hp) que I'audience de la saison 6 na pas été moins bonne que
celle de la saison 5 en moyenne, dans le sens o1 I'on préfére se dire qu’elle n’a pas été
moins bonne tant qu’on n’a pas suffisamment de preuves pour affirmer qu’elle I’a été. On
se prémunit ici en priorité du risque de déclarer que 'audience de la saison 6 a été moins
bonne que celle de la saison 5 a tort. On adopte plutét le point de vue de TF1 qui ne souhaite
pas voir ses tarifs de diffusion d’un spot publicitaire diminués sans raison valable.

2. Modeéle statistique : Soit X = (Y,Z), ou Y est la variable aléatoire modélisant les au-
diences des 24 épisodes de la saison 5 et Z la variable aléatoire modélisant les audiences
des 22 épisodes de la saison 6. On note x = (y,z) 1'observation de X. Soit X = R*, et
A = B(R*). Pour ©® = (R3)* et 6 = (ml,o%, I’nz,G%) € O, on note Py la loi de X : Py =
N(my, o7 2 ®24 Q) N(my, a%)®22.Le modele statistique considéré est défini par (X, A, (Pg)oco)-

On teste (Ho)’ "0? = 03" contre (H}) "02 # 02"

Statistique de test : F(x) = Sziy ) ont S2(y) = 55 Ly (yi— 7)? et S(2) = & Y2 (zi — 2)%
Fonction de test : puisque S?(y) et S*(z) sont les estimateurs empiriques sans biais de o% et

a3, on choisit de rejeter (Ho) lorsque F(x) prend de trop petites ou de trop grandes valeurs.
La fonction de test correspondante s’écrit ((x) = Lry<s, + Lr)>s,, avec s > s1.

Calcul de s; et s, : ’équation du niveau s’écrit

sup (PQ( x, F(x) < s1}) + Po ({x, F(x) > sz})) = 5%.

0= (ml,o ,M),0 2)6@,6%265

Lorsque a% = a%, onsait que F(X) ~ ¥(23,21), donc en prenants; = 0.427,s, = 2.38,I"équation
du niveau est vérifiée.

La fonction de test d’égalité des variances s’écrit finalement ¢(x) = Lr)<0.427 + Lrx)>2.3s-
Conclusion : ici, on a F(x) = 0.3295 (on peut obtenir ce résultat en notant que Y7, (y; — 7)? =
Z?:l y? - (Z?zl yi)Z/ n ou en faisant les calculs directement sur 1’'observation des échantillons),
donc pour un niveau 5%, on rejette I’hypothese d’égalité des variances. Ainsi, on ne peut

pas mettre en ceuvre de test exact d’égalité des espérances.

3. Statistique de test asymptotique :

y-z
T(x) = .
S2(y) | S*(@)
2 T

Fonction de test : puisque ¥ et Z sont les estimateurs empiriques (des moments et du maxi-
mum de vraisemblance) de m; et mjy, on choisit de rejeter (Hp) lorsque T(x) prend de grandes
valeurs. La fonction de test correspondante s’écrit ¢’(x) = Ly(y)ss-

Calcul de la constante s : lorsque m; = my, d’apres le théoréme central limite et le lemme de
Slutsky;, si les tailles d’échantillons sont suffisamment grandes, la loi de T(X) est approchée
par la loi NV(0, 1). Donc pour un niveau asymptotique 5%, s = 1.645 convient. La fonction de
test d’égalité des moyennes s’écrit finalement ¢’(x) = L1(y)>1.645.
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Conclusion : ici, on a T(x) = 1.566, donc on ne rejette pas 'hypothese (Hp) au profit de
(H1). Pour un niveau de test asymptotique de 5%, on ne conclut pas a une chute d’audience
significative, donc on choisit de ne pas diminuer les tarifs de diffusion d"un spot publicitaire.
L'inconvénient du test est qu'il est asymptotique, c’est-a-dire construit sous la condition que
les tailles d’échantillons sont suffisamment grandes. Ce n’est pas le cas ici...

Partie IT

1. Test intuitif de "0 = 3" contre "o? # 3".

modele statistique : soit X = (Xj, ..., X22) un 22-échantillon d"une loi N (m, 0?), avec (m, %) €
® = R X}, modélisant les différences d’audience entre la saison 5 et la saison 6 pour
22 épisodes de chaque saison, et x = (xi,...,x) l'observation de cet échantillon. Pour
(m,c?) € ®, on note Py o2y laloide X: Py, 52y = N(m, 02)® 22 Le modele statistique considéré
est défini par (R?2, B(R??), (Pm,62)) (m,02)c0)-

Statistique de test et fonction de test : on prend comme statistique de test F(x) =
ou X = 212221 xi/22. On a F(x) = 215%(x)/3, o1 S*(X) = 21—1 Zl-zzzl(Xz- — X)? est un estimateur sans
biais de 02, donc on choisit de rejeter I’hypothése "0? = 3" au profit de "02 # 3" lorsque F(x)
prend de trop grandes ou de trop petites valeurs. La fonction de test correspondante s’écrit
P(x) = Tr@)<s; + LF)zs,-

Calcul des constantes s; et s, pour un niveau 5% : pour que le test soit de niveau 5%,
on choisit par exemple de prendre s; et s; telles que sup,, . Pim3)({x, F(x) < s1}) = 0.025
et sup, . Pin3)({x, F(x) > s2) = 0.025. Lorsque X ~ P, 3), quelle que soit la valeur de m,
F(X) ~ g{(21 donc sy = 10.283 et s, = 35.479.

La fonction de test s’écrit finalement ¢(x) = Lr)<10.283 + Lr(x)>35.479-

Conclusion : on a ici F(x) = 22.699 donc pour un niveau 5%, on ne rejette pas I’hypotheése
"g% = 3" au profit de "0 # 3".

222 (x, x)

Le test construit est un test bilatere, donc il n’est pas uniformément plus puissant parmi les
tests de niveau 5%, mais puisque 'on est dans un modele exponentiel, il est uniformément
plus puissant parmi les tests sans biais au niveau 5%.

2. a) Modele statistique : pour m € R, on note P,, la (nouvelle) loi de X : P, = N(m, 3)®2,
Le modele statistique considéré est défini par (R?2, B(R??), (Pm)mer). Ce modele est do-
miné par la mesure de Lebesgue sur R?, et sa vraisemblance est donnée par L(x,m) =

1

Ton e~ L i-m? pp prenant my < mjy, le rapport L(x, my)/L(x, my) s’écrit :

L(x, mz) ell (m _ 2)6”123”11 Zz 15
L(x, m1)
Le modele considéré est donc a rapport de vraisemblance strictement croissant en la statis-

tique p(x) = Zl 1 Xi.
b) D’apres le théoréeme de Lehmann, il existe un test uniformément plus puissant parmi les
tests de niveau 5% de (Hp) contre (H1) de la forme :

1 si @(x) >k,

o(x) =4 ¢ si @)=k,
0 si ¢@x) <k,
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dont la taille, exactement égale a 5%, est atteinte en m = O i.e.

sup E,u[¢(X)] = Eolp(X)] = 5%.

m<0
Calcul des constantes c et k : on doit trouver c et k telles que Po({x, p(x) > k}) + cPo({x, p(x) =
k}) = 0.05. Si X ~ Py, alors la loi de ¢(X) est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, donc Py({x, p(x) = k}) = 0. Par conséquent, on peut prendre pour c
n’importe quelle valeur de [0, 1], par exemple c = 1, de fagon a obtenir un test non randomisé.

r4 . £ . _ 20 o k)=
L’équation précédente devient alors Py({x, ¢(x) > k}) = 0.05 ou encore Py ({x, N > \@}) =

0.05. Sachant que si X ~ Py, % ~ N(0,1), on obtient k = 1.645 V66 = 13.364. La fonction de

test correspondante s’écrit alors ¢(x) = 1 x)>13.364-

¢) On a ici p(x) = 21»2:21 x; = 17.48, donc pour un niveau de 5%, on rejette (Hp) au profit de

(H1). La conclusion differe de celle du test de la partie précédente.
d) La p-valeur du test est égale a p(x) = Po({x, p(x) > 17.48}) = 1-F(17.48/ V66) = 1-F(2.15) €
[0.014;0.018]. Par conséquent, pour un niveau 1%, on ne rejette pas (Hyp) au profit de (Hy).

3. Modgele statistique : celui de la question 1 i.e. (R??, B(R??), (Pim,02)mo2)c0), @ = RXRY.

X
Ve
X étant un estimateur sans biais de m, on choisit de rejeter (Hp) au profit de (H;) lorsque T'(x)
prend de trop grandes valeurs. La fonction de test correspondante s’écrit ((x) = Lr()ss.
Calcul de s pour un niveau 5% : pour que le test soit de niveau 5%, on choisit s telle que
sup,,<o Pm,02)({x, T(x) > s}) = 0.05. On admet que le supremum est atteintenm = 0, or lorsque
X ~ P42, quelle que soit la valeur de 02, T(X) ~ 7(21) donc s = 1.721 convient.

La fonction de test s’écrit finalement ¢(x) = Ly()>1.721-
Conclusion : on a ici T(x) = 2.0695 donc pour un niveau 5%, on rejette (Hp) au profit de (Hy).

Statistique de test et fonction de test : on prend comme statistique de test T(x) = V22

Sila taille de I’échantillon Y était égale a celle de Z, et suffisamment grande, ce test serait bien
équivalent au test asymptotique de la partie I, mais a la condition que les deux échantillons
Y et Z soient non corrélés, ce qui est peu probable en réalité !

1. ) s = X = 0.795 et 62, = S%(x) = 3.24.

b) P(] — 00, —0.45]) = F((—0.45 — 0.795)/ V3.24) ~ 1 — F(0.69) =~ 0.245, ot1 F est la fonction de
répartition de la loi gaussienne centrée réduite. P(] — 0.45,0.85]) =~ F(0.03) — F(—0.69) ~ 0.267,
P(]0.85;2]) ~ F(0.67) — F(0.03) ~ 0.237 et P(]2, +oo[) =~ 1 — F(0.67) ~ 0.251.

2.Onnote pouri =1,...,4, N; le nombre de valeurs dans x appartenant au ieme intervalle

de la partition choisie, et p; la probabilité P de ce iéme intervalle.

.—977%:)2
a) La statistique du test est T(x) = 2?21 %

La fonction de test est de la forme : ¢(x) = L5, avec s égal au 0.95 quantile de la loi du
Khi-Deux a 4 —1 —2 = 1 degré de liberté puisqu’on a estimé deux parametres de la loi,
c’est-a-dire s = 3.841.

b) On a les résultats suivants :
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Intervalle de la partition | 1 2 3 4
N; 5 5 7 5

pi 0.245 0.267 0.237 0.251

22p; 5390 5.874 5.214 5.522

On trouve apres calculs T(x) = 0.82, donc pour un niveau asymptotique 5%, on ne rejette pas
I'hypothése gaussienne.

¢) D’une part, la taille de 1’échantillon (1 = 22) et les effectifs théoriques sont faibles donc on
a peu de chances d’étre dans de bonnes conditions d’application du test du Khi-Deux. Le
niveau du test ne sera pas de 5% et il sera peu puissant.

Le fait de n’avoir que 4 classes perd beaucoup d’information sur les données. Le test de
Kolmogorov-Smirnov d’appartenance a une famille paramétrique de lois est plus approprié
ici.

1. Puisque L(x) = sup;g |F(7ﬁabs,6§,,s)(t) - é 2%221 1<, la statistique L(X) correspond précisé-
ment a la statistique du test de Kolmogorov-Smirnov qui permettrait de tester 1'hypothese
"X est un 22 échantillon de la loi N (1fteps, 62, )-

2. 'introduction, dans la statistique de test, des estimateurs 71 et 52, qui sont des variables
aléatoires construites sur X, modifie nécessairement sa loi initiale sous (Hy).

3. a) Les égalités se déduisent des faits suivants : lorsque 1 + t§ parcourt R, ¢ parcourt
R également, puis, par une transformation de centrage et réduction de la loi gaussienne,
Fp,62)(it + t6) = F(t). Enfin, I'égalité Fo(rit + t6) = Goo(t) se déduit de facon évidente de
I'expression méme de Fp.

b) Supposons que X est un 22 échantillon d’une loi gaussienne de parameétres inconnus
(m,0?). Onnote V; = X’G;m et on introduit X; = (X; — m)/o. Alors on montre que

Xi-X
Vi= : ,

= Y2 (X - X)?

et comme la loi des X; est précisément la loi N'(0, 1), la loi du vecteur V est libre de (m, 52).
Par conséquent, la loi de Go; est libre de (m, 0?) également.

4. Pour un niveau de 5%, on a s = 0.1840.

5. Puisqu’ici L(x) = 0.1366, on ne rejette pas ’hypothese (Hp) de normalité.

Conclusion

Les tests mis en ceuvre dans la partie II doivent étre justifiés par un test de normalité. Le
test du Khi-Deux accepte effectivement 1’hypothése de normalité, mais on n’est pas dans
des conditions d’utilisation tres satisfaisantes. L'introduction du test de Lilliefors est donc
justifiée et valide plus sérieusement le modeéle mis en place dans la partie II.

D’autres tests non paramétriques sont cependant plus puissants pour tester '’hypothese de
normalité que le test du Khi-Deux et celui de Lilliefors comme le test de Shapiro-Wilk... Et si
I'on ne souhaite pas passer par la vérification d"une hypothese gaussienne, on peut utiliser
directement des tests non paramétriques de comparaison d’échantillons (ayant recours a des
méthodes de bootstrap par exemple).
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7.3 Vaccination contre la grippe A pandémique

Sujet d’examen, année universitaire 2009-2010, durée 2h30

Les trois parties du probleme suivant peuvent étre traitées de fagon indépendante. Des extraits de
tables statistiques sont donnés a la fin du sujet.

On s’intéresse a la campagne de vaccination contre la grippe A pandémique a la fin de
I’année 2009 en France suivant plusieurs points de vue statistiques. On souhaite mener trois
études : la premiére portant sur la teneur en 1'un des composés les plus controversés d'un
vaccin francgais, le thiomersal, la deuxiéme sur la vaccination des enfants, la troisiéme sur
I'influence de la diffusion d"une campagne de promotion de la vaccination.

Partie I : Etude de la teneur en thiomersal d"un vaccin grippal pandémique

L’un des vaccins grippaux pandémiques produit par un laboratoire pharmaceutique frangais
contient selon la notice par dose de 0.5 mL, 45 ug de thiomersal, conservateur permettant
d’éviter la contamination bactérienne du vaccin.

On suppose ici que la teneur en thiomersal dans une dose de vaccin suit une loi normale,
d’espérance m et de variance 2. On souhaite savoir si m est inférieure ou supérieure aux 45
ug annoncés par le laboratoire.

On mesure pour cela la teneur (en pg) en thiomersal de 16 doses de vaccin prises au hasard.

1. On suppose que o2 est connue et égale a 4.
a) Décrire le modele statistique considéré.
b) On veut construire un test de (Hp) contre (H1), avec (Hp) :m < 450um > 45,et (Hy) : m > 45
ou m < 45. Quelles sont les hypotheses nulle et alternative a considérer si I’'on souhaite se
prémunir en priorité du risque :

— lié a la contamination bactérienne du vaccin ?

— lié a la toxicité du thiomersal ?
Justifier les réponses.
c) En utilisant le théoreme de Lehmann, déterminer un test uniformément plus puissant
parmi les tests de niveau a = 5% de I'’hypothese nulle (Hp) : m < 45 contre 'alternative (Hj) :
m > 45.
d) Les mesures effectuées donnent les résultats suivants :

(458447 [474 [ 444 [ 461 [ 459 [ 44.9 [ 46 [ 442 [ 457 [ 45 [ 39.1 | 449 [ 45.2 [ 45.1 | 4856 |

Quelle est la conclusion du test?

e) Déterminer a 1’aide des tables fournies un encadrement de la puissance du test en m; = 46.
Commenter le résultat.

f) Combien de mesures devrait-on effectuer sil’on voulait pouvoir construire un test unifor-
mément plus puissant parmi les tests de niveau 5%, dont la puissance en m; = 46 serait au
moins égale a 90% ?

2. On ne suppose plus la variance 0 connue.

a) Décrire le modele statistique considéré.
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b) Construire de fagon intuitive un test de niveau a €]0, 1[ de I'hypothese nulle (Hp) : m < 45
contre 'alternative (H;) : m > 45.

¢) Quelles propriétés ce nouveau test vérifie-t-il ?

d) Sur la base des mesures relevées dans la question 1. d), donner une valeur approchée de
la p — valeur de ce nouveau test, et en déduire la conclusion du test pour un niveau a = 5%.

Partie II : Influence de 1’dge des enfants sur le choix de vaccination

On se demande ici si le choix parental de vacciner ses enfants est lié ounon al’age des enfants.
Pour cela, on releve pour 200 enfants choisis au hasard dans la population, la tranche d’age
des enfants ainsi que le nombre d’enfants vaccinés par tranche d’age. On obtient les résultats
suivants :

Tranche d’age | moins de 9 ans | plus de 9 ans (inclus)
Vaccinés 27 7
Non vaccinés 99 67

1. A T'aide d’un test du Khi-Deux d’indépendance de niveau asymptotique 5% que 1’'on
décrira et justifiera avec précision, déterminer si le choix parental de vaccination des enfants
est 1ié ou non a I’age des enfants.

2. Répondre a la méme question a 1’aide d’un test paramétrique de comparaison de proba-
bilités de niveau asymptotique 5% que 'on décrira et justifiera également avec précision.

3. Comparer les deux tests ci-dessus (avantages, inconvénients respectifs ?).

Partie III : Impact de 1a campagne publicitaire pour la vaccination

On souhaite étudier finalement 'impact de la campagne publicitaire de promotion de la
vaccination. On a ainsi noté pour 20 personnes vaccinées le temps écoulé (en jours) entre le
début de la diffusion de cette campagne et la date de vaccination, et on a obtenu les résultats
suivants, notés x = (x1,...,x2) :

091281 (253|123 (178 | 1.3 | 75 | 652|257 | 9.1
281189 | 474|489 | 149 | 16.1 | 66.3 | 749 | 15.1 | 18.7

1. On se demande si la loi P du temps écoulé entre le début de la diffusion de la campagne et
la date de vaccination d’une personne vaccinée est une loi exponentielle de parametre 0.1,
ou une loi uniforme sur [0, 100].

a) Montrer qu'un test de Neyman-Pearson de niveau a €]0,1[ de I'hypothese (Hy) : P est
une loi exponentielle de parameétre 0.1 contre (Hj) : P est une loi uniforme sur [0,100] a une
région critique de la forme {x, 21.231 x; >k} N[0, 100]%.

b) Onrappelle quesi (Xy, ..., X;) est un n échantillon de la loi exponentielle de parametre 6 >
0,26 ¥.I; X; suit une loi du Khi-Deux a 2n degrés de liberté. En déduire un test uniformément
plus puissant parmi les tests de niveau 5% de (Hp) contre (H;) et sa conclusion.

2. On veut maintenant déterminer si la loi P du temps écoulé entre le début de la diffusion
de la campagne et la date de vaccination d'une personne vaccinée est une loi exponentielle
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de parametre 0.1 a 1'aide d’un test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation basé sur les 10
premiéres observations seulement.

a) Décrire le test de Kolmogorov-Smirnov a considérer en donnant les arguments intuitifs et
théoriques qui le justifient.

b) Donner la conclusion du test pour un niveau 5%.

c) Quel autre test non paramétrique peut-on utiliser pour résoudre la méme question?
Décrire de fagon succinte la démarche a adopter pour mettre en ceuvre cet autre test.

Extraits des tables statistiques

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que
P(N < q,) = alorsque N ~ N(0, 1).

a 0.9 0.95 | 0.975
Jo || 1.282 | 1.645 | 1.96

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(N < g)
lorsque N ~ N(0, 1).

q 0102 ,03]04|05)]06 |07 | 08]09 1 1.1 | 1.2
P(N<gq)| 054|058 |062| 066|069 |073|076|0.79 | 0.82|0.84 | 0.86 | 0.88
q 13 |14 |15 | 16 | 1.7 | 1.8 | 19 2 21 | 22 | 23 | 24
P(N <q) || 090 | 092|093 | 095|096 |0.96 | 097|098 | 098|099 | 099 | 0.99

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], t,, » tel que
P(T < ty0) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a | 09 [ 095 | 0975
fse || 1.341 | 1.753 | 2.131
foq || 1.337 | 1.746 | 2.12

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(T < g)
lorsque T ~ 7 (15).

q 01,02 03 |04]05]06|07|08] 09 1 1.1 | 1.2
P(T'<gqg) | 054|058 | 062 | 065|069 |072 075|078 |0.81|0.83|0.86 | 0.88
q 13 |14 |15 |16 | 1.7 | 1.8 | 19 2 21 | 22 | 23 | 24
P(T<q)| 089|091 092|093 095|095 |0.96 097|097 | 098 | 0.98 | 0.99
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Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(T < g)
lorsque T ~ 7 (16).

q 0102 ,03]04|05|06|07]|08]09 1 1.1 | 1.2
P(T'<gqg) | 054|058 | 062|065 ]|0.69|072 075|078 |0.81]|0.83|0.86 | 0.88
q 13 |14 | 15 | 16 | 1.7 | 1.8 | 19 2 21 | 22 | 23 | 24
P(T'<g) | 089|091 092|094 | 095|095 096 | 097 | 0.97 | 098 | 0.98 | 0.99

Table de la loi de Fisher : on donne pour différentes valeurs de (11, 12) et de a € [0, 1], f, 5,0
tel que P(F < fy, np,0) = ¢ lorsque F ~ F (11, n2).

a 0.025 | 0.05 | 0.95 | 0.975
fis,15 || 0.35 | 0.42 | 2.40 | 2.86
fie16a | 0.36 | 043 | 2.33 | 2.76

Table de la loi du Khi-Deux : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], k;;  tel
que P(K < k) = a lorsque K ~ x2(n).

a 0.025 0.05 0.95 0.975
ki, || 0.001 | 0.004 | 3.841 | 5.024
ko, || 0.051 | 0.103 | 5991 | 7.378
ks, || 0216 | 0.352 | 7.815 | 9.348
kyo || 0.484 | 0.711 | 9.488 | 11.143
ks, || 0.831 | 1.145 | 11.070 | 12.833
keo || 1.237 | 1.635 | 12.592 | 14.449
kioq || 3.247 | 3.940 | 18.307 | 20.483
koo || 9.591 | 10.851 | 31.41 | 34.17
ko, || 24.433 | 26.509 | 55.758 | 59.342

Table de Kolmogorov-Smirnov : pour différentes valeurs de n, on donne goo5 tel que
P(sup;o 1 IFun(t) — t < gogs) = 0.95 (sans la racine carrée n), lorsque Fy, est la fonc-
tion de répartition empirique associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1].

n 10 15 30 n > 100
do.os || 0.409 | 0.338 | 0.242 1.358/ \/n
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Correction

Partie I : Etude de la teneur en thiomersal d’un vaccin grippal pandémique

1. a) Soit X = (Xj, ..., X16) un 16-échantillon de la loi N (m,4) modélisant la teneur (en ug)
en thiomersal de 16 doses de vaccin prises au hasard. On note x = (x1, ..., x16) 'observation
obtenue par les mesures effectuées.
Le modele statistique considéré est représenté par (X, A, (Py)mer,), avec X = R®, A =
B(R'), et pour m € R+, Py, est la loi de X c’est-a-dire P, = N(m, 4)®16.
b) Les hypotheses nulle et alternative a considérer sont les suivantes si 1'on souhaite se
prémunir en priorité du risque :

— lié a la contamination bactérienne du vaccin : (Hp) : m < 45 contre (H;) : m > 45,

— lié a la toxicité du thiomersal : (Hp) : m > 45 contre (H;) : m < 45.
Controler en priorité le risque lié a la contamination bactérienne du vaccin revient ici a
controler en priorité le risque de déclarer que le vaccin contient assez de thiomersal alors
qu’il n’en contient pas assez. On choisit donc d’apres le principe de Neyman et Pearson
comme hypotheése privilégiée (Hp) : m < 45.
c) Le modele considéré est dominé par la mesure de Lebesgue sur IR'°, et sa vraisemblance est

1_o—§ Li&(-m)’ g prenant 0 < my < my, le rapport L(x, mz)/L(x, m;)

donnée par L(x, m) =

) /8716
s’écrit :
LG ma) _ oz-m) hma-m) IS xi  2002-m2) i —m)z
4
L(x, m1)
ott ¥ = Y.1° x;/16. Le modele considéré est donc a rapport de vraisemblance strictement

croissant en la statistique ¢(x) = x. D’apres le théoreme de Lehmann, il existe un test de (Hp)
contre (Hj) de niveau 5%, uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de la
forme :

1 si @(x) >k,

P(x) =4 ¢ si @)=k,
0 si @) <k,

De plus, sup,, 45 Pm({x, ¢(x) = 1}) = Pas({x, p(x) = 1}) = 0.05.

Cette équation du niveau est équivalente a Pys({x, ¥ > k}) + cPss({x, ¥ = k}) = 0.05. Si X ~
Pys, alors la loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, donc
Pys({x,x = k}) = 0. Par conséquent, on peut prendre pour c nimporte quelle valeur de
[0, 1], par exemple ¢ = 1, de fagon a obtenir un test non randomisé. L'équation devient alors
Pys({x, x > k}) = 0.05 ou encore Pys5 ({x, 2(¥ — 45) > 2(k — 45)}) = 0.05. Sachant que si X ~ Pys,
2(X —45) ~ N(0,1), on obtient k = 45+ 1.645/2 = 45.8225. La fonction de test correspondante
s’écrit alors ¢(x) = Lg>458205.

d) On a ici ¥ = 45.1875 donc on ne rejette pas I'hypothese (Hp) au profit de (H;) pour un
niveau de 5%.

e) La puissance du test en 46 vaut y(46) = 1 — F(2(45.8225 — 46)) = F(0.355) € [0.62,0.66].

f) La taille n de l’échantillon observé devra vérifier Pys({x, Y7, xi/n > k}) = 0.05, et

Pas(Ix, Y1y xi/n > k}) > 0.9, c’est-a-dire k = 45 + 2% etk <46 -2182 Joun > 4(1.645 +

n
1.282)? ou encore n > 35.
2. a) Modele statistique : Soit X = (X, ..., X16) un 16-échantillon de la loi N(m,0?), avec
(m,0%) € ® = Ry X R, modélisant la teneur en thiomersal de 16 doses de vaccin prises au
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hasard. x = (x,...,x16) désigne I'observation de cet échantillon. Soit X = R'® A = B(R'®),
et pour O = (m,0%) € ©, on note Py la loi de X : Pg = N(m, 02)®16. Le modele statistique
considéré est défini par (X, A, (Pg)oco)-

b) Statistique de test et fonction de test : on prend comme statistique de test T(x) = 4’_‘5_(;4(;5,

o1 S?(x) = % Z}fl(x,- — %)%. X étant I'estimateur empirique de m, on choisit de rejeter (Hp)
lorsque ¥ prend de grandes valeurs, ou lorsque T(x) prend de grandes valeurs. La fonction
de test correspondante s’écrit ¢(x) = Ly(y)ss-

Calcul de la constante s : pour que le test soit de niveau «, on doit avoir

SUPgeroasixr, Po(@ = 1) = @, ce qui équivaut a supcp. Puse2)({x, T(x) 2 s}) = a. Lorsque
X ~ P52, 1aloi de T(X) ne dépend pas de ¢? : c’est une loi de Student a 15 degrés de liberté,
donc s est le quantile de niveau (1 — ) de la loi de Student a 15 degrés de liberté.

¢) Par extension du théoreme de Lehmann au cas de tests avec parametres de nuisance, ce
nouveau test est sans biais, uniformément plus puissant parmi les tests de niveau a.

d) On a ici S?(x) = 3.885 donc T(x) = 0.38, et par conséquent, la p — valeur du test vaut
p = P(Y > 0.38) lorsque Y suit la loi de Student a 15 degrés de liberté i.e. p =~ 0.35. Pour un
niveau 5% < p, on ne rejette pas (Hp).

Partie II : Influence de 1’dge des enfants sur le choix de vaccination

1. Soit (X,Y) un couple de va.r. de loi P modélisant la tranche d’,ge et le statut de vac-
cination d"un enfant pris au hasard dans la population. On dispose de 1’observation z =
((Xl, y1), ey (Xzoo, yzo())) d’un 200-échantillon Z = ((X1, Y1), ey (XZOO, Yzoo)) de la loi de ce
couple.

On veut tester (Hp) X et Y sont indépendantes contre (H;) X et Y ne sont pas indépendantes,
sur la base de 1’observation z. On fait pour cela un test du Khi-Deux d’indépendance.

N; N, ;
2 Gt -Ny)

Statistique de test : T(z) = 21-2:1 =1 N, ot

— N;,; est le nombre d’enfants dans 12; tranche d’age i, et de statut j,

— N . est le nombre d’enfants dans la tranche d’age i,

— N, j est le nombre d’enfants de statut .
Fonction de test : ¢(z) = 1i1(;)>s)-
Calcul de la constante s : sous ’hypothese (Hy), T(Z) suit asymptotiquement la loi x*(1). Pour
un niveau asymptotique 5%, on prend s = 3.841.
Ici, T(z) = 4.73 donc on rejette 'hypothese d’indépendance au niveau asymptotique 5%.
2. Modéle statistique : Soit Y = (Y7, ..., Y126) un 126-échantillon de la loi B(p1), modélisant le
statut de vaccination d’un enfant de moins de 9 ans (Y; vaut 1 sil’enfant i est vacciné, 0 sinon),
etZ = (Zy,...,2Z7) un 74-échantillon de la loi B(p>), modélisant le statut de vaccination d'un
enfant de plus de 9 ans (Z; vaut 1 si I'enfant i est vacciné, 0 sinon), avec (p1,p2) € © = [0, 1]?
inconnu. On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose X = (Y, Z). Soit x = (y, z) avec
y=Wi, ..., Y12), 2 = (z1,...,274), 'observation de ces deux échantillons indépendants. Soit
X =1{0,1}?, et A 'ensemble des parties de X. Pour 0 = (p1,p2) € ©, on note Py la loi de X :
Pg = B(p1)® 126 &) B(p2)® 74, Le modele statistique considéré est défini par (X, A, (Pg)gco)-
hypotheses : (Hyp) : p1 = p2 contre (Hy) : p1 # p2.
Statistique de test :

y—z

T(x) = .
) 12674742 (1 12674742\ (1 1
200 ( ~ 200 )(m + ﬂ)
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Fonction de test : puisque Y et Z sont les estimateurs empiriques de p; et p, on rejette (Ho)
pour de grandes valeurs de |T(x)|. La fonction de test correspondante s’écrit ¢(x) = Ljr(y)>s-
Ce test est asymptotique puisque la loi de T(X) n’est connue qu’asymptotiquement lorsque
pP1=p2.

Calcul de s pour un niveau asymptotique 5% : sip; = p2 = p, i.e. si X ~ P, ), T(X) converge
en loi vers une loi N(0,1), donc on peut choisir s = 1.96. La fonction de test asymptotique
s’écrit finalement ¢(x) = 1j7(x)>1.96-

Conclusion : on a ici T(x) = 2.176, donc on rejette I'hypothese d’égalité des probabilités p; et
p2 pour un niveau asymptotique 5%.

3. Le principal avantage du test paramétrique par rapport au test du Khi-Deux est qu'il peut
s’étendre facilement au test unilatere de (Hp) : p1 > p2 contre (Hj) : p1 < p2 par exemple, qui
permet de savoir dans quel sens la tranche d’age influence le statut de vaccination. Il est
aussi en général plus puissant que le test du Khi-Deux.

Partie III : Impact de la campagne publicitaire pour la vaccination

1. Le modeéle statistique considéré est défini par (R}, B(R}), (Pe)ee1,2)) (n = 20), Py étant la
loi d"un n-échantillon de la loi exponentielle de parametre 0.1, P; la loi d'un n-échantillon
de la loi uniforme sur [0,100]. Il s’agit d'un modele non paramétrique. Il est dominé par
la mesure de Lebesgue sur R".. Sa vraisemblance est donnée par L(x,1) = 0.1 0111 % et
L(x,2) = ﬁﬂmin(xi)ZO]lmax(xi)slo&

a) Un test de Neyman-Pearson de niveau « est de la forme

1 si L(x,2) > kL(x, 1)
¢(x) =4 c(x) si  L(x,2) =kL(x,1)
0 si L(x,2) < kL(x, 1),

qui est équivalente, puisque L(x, 1) > 0 a

1 si L(x,2) > kL(x,1) et x; € [0,100] Vi
¢(x) =4 c(x) si L(x,2) =kL(x,1) et x; € [0,100] Vi
0 si L(x,2) <kL(x,1).

Lorsque pour tout i, x; € [0,100], L(x,2) > kL(x, 1) équivaut a ). ; x; > k’ donc ¢ a bien une
région critique de la forme {x, Zizfl x; > k’} N [0,100]%.

b) D’apres le lemme fondamental de Neyman-Pearson, un test uniformément plus puissant
parmi les tests de niveau 5% est un test de Neyman-Pearson de taille 5% donc de la forme
ci-dessus.

Par ailleurs, P1({x, L(x,2) = kL(x,1)}) = 0 (loi continue), donc on peut choisir c(x) = 1 par
exemple.

Enfin, L(x,2) < kL(x, 1) équivauta Y., x; < kK’ ou il existe x; ¢ [0,100]. ¢» s’exprime alors sous
la forme :

o) = { 1 si YL x>k etx; €[0,100] Vi
10 si Yl,x <K ous’ilexistei, x; ¢ [0,100].

Lorsque X = (X3,...,Xn) ~ P1, 02X, X; ~ x*(2n) et P1([0,1001%) ~ 1 donc P;({x, ¢(x) =
1}) = Pi({x, Y.7.1 xi > k’}) = 5% et on peut choisir lorsque n = 20, k’ = 55.758/0.2 = 278.79.
Ici, Y. ; x; = 517.2 donc on rejette (Hp) au profit de (H;) pour un niveau 5%.
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2. Soit X = (X3, ..., X;) un n échantillon (n = 10) d"une loi P inconnue (absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R;) modélisant le temps écoulé entre le début de
la diffusion de la campagne et la vaccination de 10 personnes vaccinées prises au hasard.
On veut tester sur la base d'une observation x de cet échantillon I'’hypothése (Hp) "P est la
loi exponentielle de parametre 0.1" contre (H;) "P n’est pas la loi exponentielle de parameétre
0.1". On utilise pour cela un test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation.

a) Statistique de test : DY(X) = vn SUp;eg, IFn(t) — FO(t)|, o1 F,, est la fonction de répartition
associée a X et ¥ est la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre 0.1. Cette
statistique s’exprime également sous la forme :

ot (X1, ..., X(n)) est la statistique d’ordre associée a X.

DY(X) estime une distance entre la loi P et la loi exponentielle de parametre 0.1. De plus, on
sait que lorsque P n’est pas la loi exponentielle de parametre 0.1, DY(X) — +oo p.s. et que
sous (Hp), pour tout n, DY(X) suit la méme loi que U, = \/ﬁsupte[oll] |[Fun(t) —tl, ot Fyyy estla
fonction de répartition associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. Cette loi est

tabulée pour toute valeur de 7 (tables fournies a la fin du sujet). La fonction de test est donc
de la forme ¢(x) = 1 PO(1)20.400 v POUr 72 = 10 et un niveau 5%.

1 i—1
(X)) — - (X)) - W

7

D?Z(X) = max max {
1<i<n

b) Conclusion : Pour calculer la valeur de DY(x), on utilise le tableau suivant.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X(i) 0.9 1.3 7.5 9.1 123 178 253 257 281 652
FO(x)) 0.086 0.122 0.528 0.597 0.708 0.831 0920 0923 0940 0.999

IF%(x;)) — /10| 0.014 0.078 0.228 0.197 0.208 0.231 0.220 0.123 0.040 0.001
IF(x(;)) — (i—1)/10] | 0.086 0.022 0.328 0.297 0.308 0.331 0.320 0.223 0.140 0.099

On obtient DY(x) = 0.331 V10, donc on ne rejette pas I’hypothese (Hp) au profit de (H;) pour
un niveau 5%.
¢) On pourrait utiliser également un test du Khi-Deux d’adéquation.
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7.4 Finale de Roland Garros

Sujet d’examen, année universitaire 2008-2009, durée 2h30

On veillera pour chaque test a préciser le modele statistique et a poser les hypothéses de fagon claire.

Probléme I

Lors de la finale de Roland Garros en 2009, les vitesses de premier service de Robin Soderling
ont été en moyenne plus élevées que celles de Roger Federer. On cherche a déterminer si
elles I’ont été de fagon significative d"un point de vue statistique.

Tests de comparaison en modele gaussien

On suppose que la vitesse de premier service de Robin Sdderling suit une loi gaussienne
N(m1,03) et que celle de Roger Federer suit une loi gaussienne N (112, 03). On considére par
ailleurs que les vitesses de premier service des deux joueurs sont indépendantes.

On reléve maintenant les vitesses de 30 premiers services de Robin Soderling puis de Roger
Federer. On obtient les résultats suivants (en km/h).

Pour R. Soderling :

183 | 209 | 204 | 219 | 221 | 189 | 183 | 206 | 216 | 205 | 188 | 181 | 185 | 209 | 178
194 | 168 | 194 | 203 | 214 | 199 | 199 | 196 | 198 | 167 | 181 | 212 | 207 | 185 | 217

Pour R. Federer :

193 | 202 | 184 | 198 | 178 | 204 | 195 | 203 | 215 | 199 | 222 | 172 | 170 | 188 | 172
194 | 190 | 185 | 199 | 165 | 192 | 183 | 187 | 180 | 165 | 176 | 198 | 187 | 187 | 217

N1/~ 7 : : : 4 2 o 2
1. Montrer a I'aide d’un test statistique de niveau 5% que 'on peut supposer que o7 = 05.

2. En déduire un test de 'hypothese (Hp) "m; < my" contre (Hj) "my > my" de niveau 5%.
3. Que signifie ce choix d’hypothéses et quelle est la conclusion du test ?

Justification du modéle paramétrique gaussien

On souhaite maintenant valider le modéle gaussien posé dans la partie précédente a I'aide
de tests non paramétriques du Khi-Deux.

1. A l'aide d"un test du Khi-Deux de niveau asymptotique 5% sur les classes ] — oo, 170],
[170,180[, [180,190[, [190,200[, [200, 210[, [210, 220[, [220, +oo[, dire si les vitesses de premier
service de Robin Soderling peuvent effectivement étre considérées comme la réalisation
d’un 30-échantillon de loi gaussienne N (m;, G%) (avec les parametres m; et G% inconnus, pour

lesquels on prendra soin de montrer qu'ils peuvent étre estimés par 717 = 197 et 07 = 221.38).
2. Question facultative : Méme question pour les vitesses de premier service de Roger Federer.
3. Quel test pourrait-on faire si 1’on souhaitait maintenant s’assurer de I'indépendance entre
les vitesses de premier service des deux joueurs ? Expliquer en quelques lignes la démarche
a suivre pour réaliser ce test.
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Probléme II

On considére un 15-échantillon X = (Xj, ..., Xj5) d"une loi inconnue P, dont on dispose de
I'observation x = (x1, ..., Xx15) suivante :

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14

X15

1.69 | 1.33 | 0.05 | 0.17 | 241 | 1 | 1441 | 0.36 | 6.79 | 0.50 | 0.15 | 0.25 | 1.64 | 2.28 | 7.64

Sur la base de cette observation, on souhaite savoir si la loi P inconnue peut étre considérée
comme une loi log-normale de parametres (0, 1).

On rappelle ici que la densité de la loi log-normale de parametres (0,1), pour 0 € R, est
définie par

1 _(lnx—6)2]l ( )
e 2 0,+0o[ (X)-
X V21 ol

Construction d'un test paramétrique uniformément plus puissant

fo(x) =

On suppose dans cette premiere partie que I"échantillon (Xj, ..., Xis5) est un échantillon de
la loi log-normale de parameétres (6, 1), pour 6 € R inconnu.

1. Montrer que pour tout i € {1,...,15}, In X; suit une loi gaussienne N (0, 1). En déduire la
loi de la variable Z}fl In X;.

2. Montrer que le modele statistique considéré est a rapport de vraisemblance monotone en
px) = 211:51 Inx;.

3. En déduire un test ¢; uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 2.5% de
I’hypothése nulle "0 = 0" contre l’alternative "0 < 0".

4. Soit ¢2 un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 2.5% de I'hypothese
nulle "0 = 0" contre l'alternative "0 > 0". Le test ¢1 + ¢, est-il un test uniformément plus
puissant parmi les tests de niveau 5% de 1'hypothese nulle "0 = 0" contre 'alternative
"0 #0"?

5. Existe-t-il un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de I’hypotheése
nulle "0 # 0" contre I’alternative "0 = 0" ?

Test non paramétrique de Kolmogorov-Smirnov

On souhaite maintenant construire un test de Kolmogorov-Smirnov de 1'hypothese (Hp) "P
est la loi log-normale de parametres (0,1)" contre (H;) "P n’est pas la loi log-normale de
parameétres (0,1)".

1. Montrer que la fonction de répartition F de la loi log-normale de parametres (0, 1) vérifie

F(t) = D(n )Ly o (1),

ot @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite N'(0, 1).

2. Donner la statistique de test de Kolmogorov-Smirnov pour le probleme de test considéré,
et donner une expression de cette statistique en fonction de ® et de la statistique d’ordre
associée a (x1, ..., x15).

3. Déterminer, en la justifiant précisément, la fonction de test de Kolmogorov-Smirnov pour
un niveau 5%.

4. Quelle est la conclusion de ce test?
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Table de la loi gaussienne :

Extraits des tables statistiques

P(N < qq) = alorsque N ~ N(0, 1).

[4

0.9

0.95

0.975

qa

1.282

1.645

1.96

on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que

Table de la loi gaussienne : on donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(N < q)

lorsque N ~ N(0, 1).

q

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

P(N <gq)

0.54

0.58

0.62

0.66

0.69

0.73

0.76 | 0.79

0.82

0.84

0.86

0.88

q

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

2.1

2.2

2.3

24

P(N <¢)

0.90

0.92

0.93

0.95

0.96

0.96

0.97 | 0.98

0.98

0.99

0.99

0.99

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], t,, o tel que

P(T < ty,) = alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

Table de la loi du Khi-Deux : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], k;;  tel
que P(K < k) = a lorsque K ~ x2(n).

o 0.9 0.95 | 0.975
tq || 1.311 | 1.699 | 2.045
t30 || 1.310 | 1.697 | 2.042
tsgq || 1.296 | 1.672 | 2.002
tso o || 1.296 | 1.671 | 2.001
teoq || 1.296 | 1.671 2

a 0.025 0.05 0.95 0.975
ki, || 0.001 | 0.004 | 3.841 | 5.024
ko, || 0.051 | 0.103 | 5991 | 7.378
ks, || 0.216 | 0.352 | 7.815 | 9.348
kyo || 0.484 | 0.711 | 9.488 | 11.143
ks, || 0.831 | 1.145 | 11.070 | 12.833
keo || 1.237 | 1.635 | 12.592 | 14.449
koo || 16.047 | 17.708 | 42.557 | 45.722
k3on || 16.791 | 18.493 | 43.773 | 46.979
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Table de la loi de Fisher : on donne pour différentes valeurs de (11, 12) et de a € [0, 1], f, 5,0
tel que P(F < fy, np,0) = ¢ lorsque F ~ F (11, np).

o 0.025 [ 0.05 | 0.95 | 0.975
fr9294 | 0476 | 0.537 | 1.861 | 2.101
f3030,0 || 0482 | 0.543 | 1.841 | 2.074

Table de Kolmogorov-Smirnov : pour différentes valeurs de n, on donne goo5 tel que
P(supte[oll] |Fun(t) — t| < goos) = 0.95 (sans la racine carrée n), lorsque Fy;, est la fonc-
tion de répartition empirique associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1].

n 10 15 30 n > 100
goos || 0.409 | 0.338 | 0.242 | 1.358/ vn
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Correction

Probleme I
Tests de comparaison en modeéle gaussien

Soit Y = (Yq,...,Y30) un 30-échantillon de la loi N(m;, o*%), modélisant les vitesses de pre-
mier service de R. Soderling, et Z = (Zy,...,Z3p) un 30-échantillon de la loi N(my, a%),
modélisant les vitesses de premier service de R. Federer, avec (4, G%, ms, a%) €O = (IR:)4 in-
connu. On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose X = (Y,Z). Soit x = (y,z)
avec ¥ = (Y1,...,Y30), 2 = (21,...,230), I'observation de ces deux échantillons indépen-
dants. Soit X = R%®, et A = B(R®). Pour O = (m1,c7%, My, 02) € O, on note Py la loi de
X:Pg =N (ml,o%)®30 ®N (mo, a§)®30. Le modele statistique considéré est défini par
(X/ ﬂ/ (P9)0€®)'

1. On va d’abord tester 1’égalité des variances i.e. (Hp) : "02 = g2"

2

Statistique de test : F(x) = EZZ ) ont S2(y) = 5 L2 (yi — 7 et SP(2) = 5 Y20 (zi - 2)%

Fonction de test : puisque S?(y) et S%(z) sont les estimateurs empiriques sans biais de a% et
03, on choisit de rejeter (Hp) lorsque F(x) prend de petites ou de grandes valeurs. La fonction
de test correspondante s’écrit ¢p(x) = Lry)<s, + Lr)>s,, avec sz > s1.

contre (Hi) : "0 # 03"

Calcul de s; et s : lorsque cr% = a% = 02, i.e. lorsque X ~ Py 02,my,02), ON sait que F(X) ~

¥(29,29), donc pour un niveau de test 5%, on prend s; = 0.476, s; = 2.101. La fonction de
test d’égalité des variances s’écrit finalement ¢(x) = Lrx)<0.476 + Lre)>2.101-

Conclusion :ici, on a F(x) = 221.38/210.69 = 1.05, donc on ne rejette pas ’hypothese d’égalité
des variances. On peut mettre en ceuvre le test d’égalité des moyennes, en supposant que
02 = 02 = 2.

1~ Y%
2. On suppose donc que 02 = 02 = o2

2
Statistique de test : T(x) =
d )\/E

Fonction de test : puisque y et Z sont les estimateurs empiriques de m; et mjy, on choisit de
rejeter (Hp) lorsque T(x) prend de grandes valeurs. La fonction de test correspondante s’écrit
¢/(x) = ]lT(x)Zs~

Calcul de la constante s : lorsque m; = my, T(X) suit la loi de Student a 58 degrés de liberté.
Donc pour un niveau de test 5%, s = 1.672. La fonction de test d’égalité des moyennes s’écrit
finalement ¢’(x) = L1()>1.672-

Conclusion :ici,ona i = 197 etz = 190, d’ou1 T(x) = 1.845, donc on rejette I'hypothese (Hp) au
profit de (Hp). Pour un niveau de test de 5%, on peut conclure que la moyenne des vitesses
de premier service de R. Soderling est significativement plus élévée que celle de R. Federer.

2
, ol SX(y, z) = M

Justification du modéle paramétrique gaussien

1. Modele statistique : on ne suppose plus ici gaussienne la loi de la vitesse de premier
service de R. Soderling (cadre non paramétrique). Soit Y = (Y1, ..., Y3p) un 30-échantillon
d’une v.a. de loi P (totalement inconnue) modélisant les vitesses de 30 premiers services de
R. Soderling. Soit i ’'observation de cet échantillon. On veut tester (Hp) P est une loi normale
contre (H;) P n’est pas une loi normale. On utilise pour cela un test du x* d’adéquation.
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Supposant que P est la loi d"un échantillon de loi gaussienne, on commence par estimer les
parametres (ml,a%) de la loi. On estime m; par Y et a% par S(Y). L'estimateur (Y, S?(Y)) est
consistant et asymptotiquement normal (propriétés des EMV - en renormalisant S?(X)). Ici,
7 =197, et S?(y) = 221.38.

Statistique de test : les effectifs dans les classes proposées sont les suivants : 2,1, 8, 6,7, 5
et 1. On regroupe donc les trois premiéres classes et les deux dernieres de fagon a avoir des
effectifs supérieurs a 5. On obtient ainsi 4 classes qui sont les suivantes : | — 00, 190[ (classe 1),
[190,200[ (classe 2), [200, 210[ (classe 3), [210, +oo[ (classe 4). La statistique de test est alors :

Z (Ni — ”Pz

i=1 1’lp !
ou N; =lenombre de vitesses dans la classe i, p; =la probabilité que Y; appartienne a la classe i
lorsque P estla loi normale de parametres (197,221.38). On asi N est une v.a. de loi gaussienne
centrée réduite : p; = P(N < (190 — 197)/ v221.38) = P(N < —0.5) = 0.31, p» = P(N < (200 —
197)/ v221.38) - P(N < (190 — 197)/ ¥221.38) = P(N < 0.2) - P(N < —0.5) = 0.58 —0.31 = 0.27,
p3 = P(N < (210 - 197)/ ¥221.38) — P(N < (200 197)/ ¥221.38) = P(N < 0.9) - P(N < 0.2) =
0.82-0.58=0.24etpy =1~ P(N < (210-197)/ v221.38) =1 - P(N < 0.82) = 0.18.
On a bien 30p; > 5 pour tout i donc on conserve les classes choisies.
Fonction de test : ¢(y) = L)
Calcul de s : Lorsque P est une loi normale, T(Y) suit asymptotiquement une loi du x? a
4 —1 -2 =1 degré de liberté, donc on choisit pour un niveau asymptotique 5% s = 3.841.
Conclusion : Ici, T(y) = 0.93, donc on ne rejette pas (Hp) au niveau asymptotique 5%.
2. Question facultative : modele statistique : soit Z = (Z, ..., Z3p) un 30-échantillon d"une v.a.
de loi P (totalement inconnue) modélisant les vitesses de 30 premiers services de R. Federer.
Soit z I’observation de cet échantillon. On veut tester (Hp) P est une loi normale contre (H)
P n’est pas une loi normale a I'aide d"un test du x> d’adéquation.
Supposant que P est la loi d"un échantillon de loi gaussienne, on commence par estimer les
parametres (my, 0%) de la loi. On estime m; par Z et a% par S?(Z). Ici, z = 190, et S$?(z) = 210.69.
Statistique de test : les effectifs dans les classes proposées sont les suivants : 2, 5, 8,9, 3, 2
et 1. On regroupe donc les deux premieres classes et les trois dernieres de fagon a avoir des

effectifs supérieurs a 5. On obtient ainsi 4 classes qui sont les suivantes : | — 00, 180[ (classe 1),
[180, 190[ (classe 2), [190, 200[ (classe 3), [200, +oo[ (classe 4). La statistique de test est alors :

(N; — np;)?
T()—Zl T

ou N; = lenombre de vitesses dans la classe i, p; = la probabilité que Z; appartienne a la classe
i lorsque P est la loi normale de parametres (190,210.69). On a : p; = P(N < —0.7) = 0.24,
po = P(N < 0)-=P(N < -0.7) = 05-0.24 = 0.26, p3 = P(N < 0.7) = P(N < 0) = 0.26 et
py=1-P(N <0.7) = 0.24.

On a bien 30p; > 5 pour tout i donc on conserve les classes choisies.

Fonction de test : ¢(z) = L7(z)ss.

Calcul de s : Lorsque P est une loi normale, T(Z) suit asymptotiquement une loi du x? a
4 —1 -2 =1 degré de liberté, donc on choisit pour un niveau asymptotique 5% s = 3.841.
Conclusion : Ici, T(z) = 0.395, donc on ne rejette pas (Hp) au niveau asymptotique 5%.
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3. On réaliserait ici un test du Khi-Deux d’indépendance. Pour la démarche a suivre, on
pourra consulter le cours ou les corrigés des exercices de TD correspondants.

Probleme I1
Construction d’un test paramétrique uniformément plus puissant

Soit X =]0, +oo[*® et A = B(]0, +0[!°). Pour 6 € ® = R, on note Py la loi de I’échantillon
(X1,...,X15) de la loi log-normale de parametres (0,1). Le modele statistique considéré est
défini par (X, A, (Po)oco)-

1. Soit i une fonction borélienne bornée. E[h(X;)] = O+°° h(In x) fo(x)dx = f_ J;:o h(y)\/%e‘
(changement de variables). On a donc bien In X; ~ N(6, 1), d’ot1 par indépendance des X;,
Y2 InX; ~ N(150,15).

2. Le modeéle statistique considéré est dominé par la mesure de Lebesgue sur ]0, +oo[15, et sa

15 (nx—0)2
L (nx;-0)

vraisemblance est donnée par L(x1,...,x,, 0) = We‘ 2 . Soit 61 < 6,. Alors
i=1 Xi VTt

(y-6)>

zdy

15(62-02
L(xll <o Xy 62) —e ( 12 2)6(92_91)2’1:51 lnxi'
L(Xl, ooy, Xy, 61)

Le modele est donc a rapport de vraisemblance strictement croissant en la statistique ¢(x) =
Y2 Inx;.

3. D’apres un corollaire du lemme de Neyman Pearson, il existe un test de 'hypothese "0 = 0"
contre "0 < 0" uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 2.5% de la forme

1 si Y2 Inx <k
P1(x) =4 ¢ si 23251 Inx; =k
0 si 21.1251 Inx; >k,

avec Eo[¢1] = Po((x1, ..., x15), ):}:51 Inx; < k) +cPo((x1,...,x15), 22:51 Inx; = k) = 2.5%. Puisque
Po((x1,...,x15), 211251 Inx; = k) = 0, on peut prendre ¢ = 1 par exemple, d’our

1 si Y2, Inx<k

P1() :{ 0 si Y% Inx >k

avec k tel que Po((x1,. .. ,x15),Z}:51 Inx; < k) = 2.5%. Lorsque (X ..., X15) ~ Po, 23251 InX; ~
N(0,15) donc on choisit k = —1.96 V15 = —7.59.
Ici Z}fl In x; = —0.14, on ne rejette pas (Hp) pour un niveau 2.5%.
4. Soit ¢ un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 2.5% de I’hypotheése
"0 = 0" contre "0 > 0". D’apres le corollaire du lemme de Neyman Pearson, ce test est de la
forme

1 si Zilfl Inx; >k

o) ={ c(x) si Y1 Inx;=k
0 si Y2 Inx<k,

avec Eo[¢2] = Po((x1, ..., x15), Z}fl Inx; > k) + cPo((x1,...,X15), Zg] Inx; = k) = 2.5%. Puisque
Po((x1, ..., %15), Yo Inx; = k) = 0, on prend k = 1.96 V15 = 7.59.
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Le test ¢1 + ¢2 est un test bilatere de I'hypotheése "0 = 0" contre "0 # 0" de niveau 5%, mais
il ne peut pas étre uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5%, car un tel test
n’existe pas!

5. Nous sommes dans un modele exponentielle a rapport de vraisemblance croissant en
@(x) donc il existe bien un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de
I'hypothese "0 # 0" contre "0 = 0". Ce test est de la forme :

1 si. Y2 Inx; €] - 0.2428,0.2428]
d(x) =1 ci(x)ouca(x) si Y12 Inx; = —0.2428 ou 0.2428
0 si Y0 Inx; ¢] — 0.2428,0.2428.

Test non paramétrique de Kolmogorov-Smirnov

Soit X = (Xj, ..., Xy) unn échantillon d"une loi P inconnue (absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur IR+). On veut tester (Hp) "P est la loi log-normale de parametres
(0,1)" contre (H7) "P n’est pas la loi log-normale de parametres (0,1)". On utilise pour cela
un test de Kolmogorov-Smirnov d’adéquation.

1. Si X; suit une loi log-normale de parameétres (0, 1), pour t > 0, P(X; <t) = P(InX; < Int) =
D(Int), puisque In X ~ N(0, 1) (c.f. Question 1 de la partie ci-dessus).

2. Statistique de test : DY(X) = n Sup;e, [Fn(t) - FO(#)|, ot F,, est la fonction de répartition as-
sociée a ’échantillon X et FC est la fonction de répartition de la loi log-normale de parametres
(0,1). Cette statistique s’exprime également sous la forme :

ot (X(1), ..., X)) est la statistique d’ordre associée a X.

3. On sait que sous (Hp), pour tout n, DY(X) suit la méme loi que U, = \n SUPef0.1] |[Fun(t)—tl,
ou Fyy,, est la fonction de répartition associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1].
Cette loi est tabulée pour toute valeur de 7 (tables fournies a la fin du sujet).Par ailleurs, on

sait que lorsque P n’est pas la loi log-normale de parametres (0, 1), DY(X) — +oo p.s. donc la
fonction de test est de la forme ¢(x) = 1 50,1, 335 y15 POUT Un niveau de test 5%.

i-1
q)(h’l X(i)) - T

0(x) — 3oL
D;(X) = \/ﬁ{rsllasimax{q)(ln}((l)) b

4. Conclusion : Pour calculer la valeur de DY(x), on utilise le tableau suivant.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
Inx( 3 19 -18 -4 1 07 0 03
D(In x) 0 003 004 008 016 024 05 062

|D(In x(;) — i/15] 0.067 0.103 0.16 0.187 0.173 0.16 0.033 0.087
|P(Inx;) - (i—1)/15 | 0.67 0.703 0.76 0.787 0.773 0.427 0.233 0.18

i 9 10 11 12 13 14 15
In x(; 05 05 08 09 19 2 27
@(In x(;) 069 069 079 08 097 098 1

[d(nxe) —i/15] | 009 0023 0057 002 0103 0047 0
[D(nxg) — (i—1)/15 | 0177 0.243 0123 0.087 017 0.113 0.067

On obtient DY(x) = 0.787 V15, donc on rejette ’hypotheése (Hp) au profit de (H;) au niveau
5%.
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7.5 Solidarités

Sujet d’examen, année universitaire 2008-2009, durée : 1h30

Les trois parties du probleme suivant peuvent étre traitées de fagon indépendante. Des extraits de
tables statistiques sont donnés a la fin du sujet.

Des associations comme Solidarités menent depuis de nombreuses années des campagnes
publicitaires visant a sensibiliser le grand public au probléme de la mortalité due a la
consommation d’eau non potable dans le monde.

Partie I : Modélisation par une loi normale

En dehors de toute campagne publicitaire, on admet que le nombre annuel de déces (en
millions) imputables a 1'insalubrité de ’eau suit une loi normale N(8,1). apres la mise en
place des campagnes publicitaires, des experts étudient la mortalité considérée sur 15 ans et
obtiennent les chiffres suivants :

56,76,75,85,73,76,92,89,74, 88, 8,72,73, 8.6, 8.6.

1. On admet que la mortalité annuelle apres la mise en place des campagnes publicitaires
suit toujours une loi normale, mais d’espérance m et de variance 02 inconnues.

a) Décrire le modele statistique considéré.

b) Vérifier a 'aide d"un test (intuitif) de niveau 5% que 'on peut raisonnablement supposer
que la variance o2 est toujours égale a 1.

2. On suppose maintenant que o = 1, et on souhaite tester I’hypothése
(Hop) m = 8 contre (H1) m < 8.

a) Décrire le modeéle statistique considéré, et montrer que ce modele est a rapport de vrai-
semblance monotone.

b) Justifier le choix des hypotheéses (Hp) et (H1) en se basant sur le principe de Neyman et
Pearson.

c) Construire un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de (Hp) contre
(Hy).

d) Quelle est la conclusion du test?

e) Ce test est-il en accord avec l'intuition ? Expliquer.

f) Calculer la puissance du test en m = 7. Commenter.

g) Pour quel niveau de test aurait-on une conclusion différente ? Quelle valeur a-t-on calculé
ici ? Expliquer et commenter le résultat obtenu.

h) Si I’on souhaitait construire un test uniformément plus puissant de ’hypothese

(Ho) m = 8 contre (H1) m < 8,

quelle serait la conclusion du test ?
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Partie II : Modélisation par une loi géométrique

En dehors de toute campagne publicitaire, on admet que la probabilité que le nombre
mensuel de décés imputables a l'insalubrité de I'eau dépasse 7.2 centaines de milliers de
personnes est de 0.3. apres la mise en place des campagnes publicitaires, les associations
portent a la connaisance des experts le nombre de mois se passant avant chaque nouveau
dépassement de la valeur de 7.2 centaines de milliers de déces. Les valeurs obtenues, notées
X1,...,X18, sont les suivantes :

55 41,1,3,4,5,4,8,2,7,1,7,5,5, 2, 1.

On souhaite savoir si la probabilité O que le nombre mensuel de déces imputables a 1'insa-
lubrité de I’eau dépasse 7.2 centaines de milliers est désormais plutot égale a 0.2.

On admet que x = (xq,...,x18) est I'observation d'un 18-échantillon (Xj, ..., Xj3) d"une loi
géométrique de parametre 0.

Rappel : Si Y suit une loi géométrique de parametre 0, P(Y = y) = (1 — 0)Y~! pour y € IN".

1. Décrire le modele statistique considéré et montrer que ce modéle statistique est a rapport
de vraisemblance décroissant en la statistique ¢(x) = Z}fl Xj.

2. Expliquer en quelques mots pourquoi ¢(X) suit une loi binomiale négative (dite aussi loi
de Pascal) de parametres (18, 0).

3. Construire un test uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de I’hypothese
(Hop) 6 = 0.2 contre (H1) 6 = 0.3.

4. Quelle est la conclusion du test ici?

Partie III : Test d’adéquation du Khi-Deux

On souhaite maintenant valider la modélisation précédente. Si X est une variable aléatoire
modélisant le nombre de mois se passant avant chaque nouveau dépassement de la valeur
de 7.2 centaines de milliers de déces, on souhaite vérifier que X suit bien une loi géométrique.
On observe pour 80 dépassements les valeurs suivantes :

Nombre de mois avant dépassement 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 13

19

Nombre de fois ott ce nombre estobservé | 18 15 14 5 9 6 4 2 2 2 1 1

1. Sila loi de X est une loi géométrique de parametre 0, expliquer pourquoi on peut estimer
la valeur de O par 0.25.

2. Vérifier a ’aide d"un test du Khi-Deux d’adéquation de niveau asymptotique 5% que 1’on
peut raisonnablement supposer que la loi de X est une loi géométrique.
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Extraits des tables statistiques

On donne pour différentes valeurs de a € [0, 1], g, tel que P(N < g,) = alorsque N ~ N(0, 1).

a 0.9 0.95 | 0.975
ga || 1.282 | 1.645 | 1.96

On donne pour différentes valeurs de g la valeur de P(N < gq) lorsque N ~ N(0,1).

q 0170203040506 |07 | 08]09 1 11 | 1.2
P(N<q) | 054|058 |0.62 | 0.66 | 069 | 0.73 | 0.76 | 0.79 | 0.82 | 0.84 | 0.86 | 0.88
q 13 (14 |15 |16 | 1.7 | 1.8 | 19 2 21 | 22 | 23 | 24
P(N<q) | 090 | 092|093 095|096 |0.96 097|098 | 098|099 | 099 | 0.99

On donne pour différentes valeurs de n et de a € [0,1], t,,» tel que P(T < t,,) = a lorsque
T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

a || 09 [ 095 | 0975
fag | 1.345 | 1.761 | 2.145
tse || 1.34 | 1753 | 2.131

On donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], k.o tel que P(K < k;, o) = a lorsque
K ~ x%(n).

a ]]0.025] 005 | 095 | 0975
ks || 0.831 | 1.145 | 11.07 | 12.833
ke || 1.237 | 1.635 | 12.592 | 14.449
kra || 1.69 | 2.167 | 14.067 | 16.013
ks || 2.18 | 2.733 | 15.507 | 17.535
koo || 2.7 | 3.325 16919 | 19.023
kioe | 3.247 | 3.94 | 18.307 | 20.483
kire | 3.816 | 4575 | 19.675 | 21.92
kioe || 4404 | 5.226 | 21.026 | 23.337
kizq || 5.009 | 5.892 | 22.362 | 24.736
kise || 5.629 | 6571 | 23.685 | 26.119
kise | 6.262 | 7.261 | 24.996 | 27.488

Pour différentes valeurs de k, on donne P(X = k) lorsque X suit une loi géométrique de
parametre 0.25.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(X =k) | 0.250 | 0.188 | 0.141 | 0.105 | 0.079 | 0.059 | 0.044 | 0.033 | 0.025 | 0.019

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
P(X =k) | 0.014 | 0.011 | 0.008 | 0.006 | 0.004 | 0.003 | 0.003 | 0.002 | 0.001 | 0.001
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Pour différentes valeurs de p € [0, 1] et k, on donne P(X < k) lorsque X suit une loi binomiale
négative (ou de Pascal) de parameétres (18, p).

k | p=02]|p=03
40 | 0.0003 | 0.0320
41 || 0.0004 | 0.0414
42 | 0.0006 | 0.0526
43 | 0.0009 | 0.0658
44 | 0.0012 | 0.0812
45 | 0.0017 | 0.0986
60 | 0.0427 | 0.5486
61 | 0.0496 | 0.5813
62 | 0.0573 | 0.6131
63 | 0.0657 | 0.6438
64 | 0.0750 | 0.6732
65 | 0.0850 | 0.7012
80 | 0.3292 | 0.9469
81 | 0.3501 | 0.9538
82 | 0.3713 | 0.9599
83 | 0.3926 | 0.9652
84 | 0.4141 | 0.9699
85 | 0.4356 | 0.9741
120 | 0.9353 | 1.0000
121 | 0.9405 | 1.0000
122 || 0.9453 | 1.0000
123 | 0.9498 | 1.0000
124 | 0.9540 | 1.0000
125 | 0.9578 | 1.0000
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Correction

Partie I

1. a) Modele statistique : Soit X = (X,..., X35) un 15-échantillon d"une loi N(m,d?), avec
(m,0?) € ® = Ry X R}, modélisant les nombres annuels de déces (en millions) sur 15 ans
apres la mise en place des campagnes publicitaires, et x = (x1,...,x15) 'observation de cet
échantillon. Pour (m,6?) € ©, on note P2 laloi de X : P, 2y = N(m, 02)® 15 Le modele
statistique considéré est défini par (R'?, BIR™), (P, 02))(m,02)c0)-

b) On teste (Hp) : 0> = 1 contre (H;) : 6% # 1.

Statistique de test et fonction de test : on prend comme statistique de test 1’estimateur
empirique sans biais de 02 défini par S?(x) = 11—4 11:51 (x; — %)%, ou % = 23251 x;/15. On choisit
de rejeter (Hp) lorsque S?(x) prend de grandes ou de petites valeurs. La fonction de test
correspondante s’écrit p(x) = Lg2(y)<5; + Ls2(x)s, -

Calcul des constantes s; et s; pour un niveau 5% : pour que le test soit de niveau 5%,
on choisit par exemple de prendre s; et s, telles que sup,,.o Pon1)({x, S*(x) < s1) = 0.025
et sup,,5o Pou,1)({x, S%(x) > sy) = 0.025. Lorsque X ~ P(;,1), quelle que soit la valeur de m,
145%(X) ~ x*(14) donc s; = 0.402 et s, = 1.866.

La fonction de test s’écrit finalement 1.2,1<0 402 + Ls2(x)>1.866-

Conclusion : on a ici $*(x) = 0.852 donc pour un niveau 5%, on ne rejette pas (Hp) au profit
de (Hj).

2. a) Modele statistique : Soit X = (Xj,...,X15) un 15-échantillon de la loi N(m, 1), avec
m € © = Ry, modélisant les nombres annuels de déces (en millions) sur 15 ans apres la mise
en place des campagnes publicitaires, et x = (xy,...,x15) 'observation de cet échantillon.
Pour m € ©, on note Py, laloide X : P, = N(m, 1)® 15 Le modele statistique considéré est

défini par (R¥, B(R'®), (P,))meo). Ce modele est dominé par la mesure de Lebesgue sur R',

. . 1y v
et sa vraisemblance est donnée par L(x,m) = ‘/2L15€ 2 LiZi(i=m)” g prenant 0 < my; < my, le
T

rapport L(x, my)/L(x, my) s’écrit :

L(x, mp)

e%(m%_m%)e(mZ_ml) Lo )
L(x/ ml)

Le modéle considéré est donc a rapport de vraisemblance strictement croissant en la statis-
tique p(x) = 23251 X;.

b) En faisant ce choix d’hypotheses, on privilégie ’hypothese que les campagnes publicitaires
mises en place ne sont pas efficaces, dans le sens ot1 I'on préfére se dire qu’elles ne le sont
pas tant que les chiffres de mortalité n’ont pas prouvé qu’elles le sont. On se prémunit ainsi
du risque de déclarer que les campagnes de publicité sont efficaces a tort. Ce risque aura
pour probabilité maximale le niveau du test par définition.

c) D’apres un corollaire du lemme fondamental de Neyman-Pearson, il existe un test unifor-
mément plus puissant parmi les tests de niveau 5% de la forme :

1 si @(x) <k,

o =1 c si p@)=k
0 si ¢@(x)>k,

de taille exactement 5%.
Calcul des constantes c et k : le test étant de taille 5%, on doit trouver c et k telles que
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Ps({x, p(x) < k}) + cPs({x, p(x) = k}) = 0.05. Si X ~ Pg, alors la loi de ¢(X) est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, donc Pg({x, ¢(x) = k}) = 0. Par conséquent,
on peut prendre pour ¢ n’‘importe quelle valeur de [0,1], par exemple ¢ = 1, de fagon a
obtenir un test non randomisé. L’équation précédente devient alors Pg({x, p(x) < k}) = 0.05
ou encore Pg ({x, M\/%ZO < "_—\/11—250}) Sachant que si X ~ Pg, &‘/;_;20 ~ N(0,1), on obtient k =

120 —1.645 V15 = 113.629. La fonction de test correspondante s’écrit alors ¢(x) = L )<113.629-
d) Onaici g(x) = Z}fl x; = 118.1, donc pour un niveau de 5%, on ne rejette pas (Hp) au profit
de (Hy).

e) En construisant un test de fagon intuitive on aurait trouvé un test qui rejette (Hp) au profit
de (H;) lorsque l'estimateur empirique ¥ = @(x)/15 est inférieur a la valeur 7.575, et qui donc
serait égal au test précédent.

. _ . 5 _ P®)-105 _ 113.629-105 | ) _
f) La puissance du test pour m = 7 estégale a P7({x, p(x) < 113.629}) = Py ({x, N G }) =

F(2.228) = 0.987, ou F est la fonction de répartition de la loi N(0, 1). Cette puissance est assez
importante malgré la petite taille d’échantillon considéré car les deux hypotheses m = 8 et
m =7 sont tres éloignées 1'une de l'autre, donc facile a distinguer.

g) On aurait obtenu une conclusion différente pour unniveau de test égal a p(x) = Pg({x, p(x) <
118.1}) = F(-0.49) = 0.312. On a calculé la p-valeur du test. Ici 5% < 0.312 donc on ne rejette
pas (Hop) au profit de (H;) au niveau 5%.

h) D’apres le théoréeme de Lehmann, le test construit précédemment est aussi uniformément
plus puissant parmi les tests de niveau 5% pour ce nouveau probléme de test, donc la
conclusion serait identique.

Partie IT

1. Modele statistique : Soit X = (Xj,...,Xjg) un 18-échantillon de la loi G(0), avec O €
© = [0,1], modélisant les nombres de mois s’écoulant entre chaque nouveau dépassement
de la valeur de 7.2 centaines de milliers de déces apres la mise en place des campagnes
publicitaires, et x = (x1,...,x18) I'observation de cet échantillon. Pour 6 € ®, on note Py la loi
de X : Py = G(6)® 8. Le modele statistique considéré est défini par (N*'8, P(IN*18), (Pg)gco).
Ce modele est dominé par la mesure de comptage sur IN*18, et sa vraisemblance est donnée

par L(x, 0) = 018(1— 9)2331 %~18 Enprenant0 < 6; < 0, < 1, lerapport L(x, 02)/L(x, 01) s’écrit :

L(x,02) _(62(1-01)\'" (1 — 0, )Z}fl 3
L(x, 61) B 91(1 - 62) 1 - 91 :

Le modele considéré est donc a rapport de vraisemblance strictement décroissant en la
statistique ¢(x) = El Xj.

2. Les X; sont indépendantes entre elles, de méme loi géométrique de parametre 0, donc
P(X) = Zilfl X; suit bien une loi binomiale négative de parametres (18, 0).

3. D’apres le lemme fondamental de Neyman-Pearson, un test uniformément plus puissant
parmi les tests de niveau 5% est de la forme :

1 si @) <k,

o =1 c si p@)=k
0 si ¢@(x)>k,
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et de taille égale a 5%.

Calcul des constantes c et k : le test étant de taille 5%, on doit trouver c et k telles que
Poor({x, p(x) < k}) + cPo2({x, p(x) = k}) = 0.05. Si X ~ Py,, alors la loi de ¢(X) est la loi
binomiale négative de parametres (18,0.2), donc on peut prendre k = 62, et ensuite ¢ =
(0.05 - 0.0496)/(0.0573 — 0.0496) = 0.052. La fonction de test correspondante s’écrit alors
qb(x) = ]l(p(x)<62 + O~052]1q)(x):62'

4. Ici, p(X) = Z}fl x; = 70, donc on ne rejette pas (Hp) au profit de (H;) (mais on n’a pas
adopté le méme point de vue cette fois).

Partie I11

Soit X = (Xq,...,X;) un n-échantillon d'une v.a. de loi P modélisant le nombre de mois
s’écoulant avant un dépassement de la valeur de 7.2 centaines de milliers de déces. Soit x
I'observation de cet échantillon pour n = 80. On veut tester (Hp) P est une loi géométrique
contre (H;) P n’est pas une loi géométrique.

1. Supposant que P est une loi géométrique de parametre 0, on sait que 1’espérance de la loi
D est égale a 1/0. Par conséquent, un estimateur des moments de 6 est donné par 1/X. Or ici
1/x = 0.25.

2. La statistique du test du Khi-Deux d’adéquation est égale a

k

v (N;—80p)?
T(x) = Zf Tﬁi’

ou N; = le nombre de fois o1 le nombre de mois avant dépassement est dans la classe i, p; =
la probabilité que Y appartienne a la classe i lorsque Y suit la loi géométrique de parametre
0.25. Le nombre de classes k est ensuite choisi de telle sorte que 80p; > 5 et N; > 5 pour tout
i. On considere les classes suivantes

Nombre de mois avant dépassement | 1 2 3 4 5 (6,7} =8
N; 18 15 14 5 9 10 9
pi (table) 0.25 0.188 0.141 0.105 0.079 0.103 0.134
80p; 20 15.04 1128 840 632 824 10.72

La fonction de test est de la forme : ¢(x) = L1()ss. Lorsque P est une loi géométrique, T(X)
suit asymptotiquement une loi du x? a 5 degrés de liberté (il y a 7 classes donc dans le cas
classique on aurait 7 — 1 = 6 degrés de liberté, ici on perd un degré de liberté supplémentaire
parce qu’on a dii estimer le parametre), donc s = 11.07.

Puisqu’on a T(x) = 4.02, pour un niveau asymptotique 5%, on ne rejette pas (Hp) au profit
de (Hy).
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7.6 Réussite et insertion professionnelle

Sujet d’examen, année universitaire 2007-2008, durée 2h

Les trois problemes suivants peuvent étre traités de facon indépendante. Des extraits de tables statis-
tiques sont donnés a la fin du sujet.

On veillera pour chaque test a préciser le modeéle statistique et a poser les hypothéses de facon claire.

Probléme I

On considere (X3, ...,X;) un n-échantillon de la loi d’une variable aléatoire X de densité
définie par

p2nx o x>1
— x
fo®) { 0 si x<1,

ou 0 est un parametre réel inconnu strictement positif. Soit (xy, ..., x,) une observation de
cet échantillon. On rappelle que la densité de la loi du x* a 4 degrés de liberté, ou de la loi

gamma de parametres (2,1/2) est donnée par g(y) = 411 ye_%y1[0,+oo[(y).

On souhaite tester sur la base de 1'observation (xi,...,x,) I'hypothese nulle (Hp) "0 < 1"
contre l'alternative (Hy) "6 > 1".

1. Montrer que la variable aléatoire Y = 26 1In X suit une loi du x? a 4 degrés de liberté. En
déduire que 20 Y\ ; In X; suit une loi du x? & 4n degrés de liberté.

2. Montrer que le modele statistique considéré est a rapport de vraisemblance strictement
décroissant en la statistique ¢(x1,...,x,;) = Yi.; Inx;.

3. Construire un test de (Hp) contre (H;) uniformément plus puissant parmi les tests de
niveau a.

4. Quelle est la conclusion de ce test lorsque n = 30, @ = 5% et Y.\, Inx; = 26.66?

Questions facultatives :

5. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 0.
6. Quelle est la forme du test du rapport de vraisemblance maximal de niveau a pour les
hypotheses (Hp) et (H;) ? Comparer avec le test construit a la question 3.

Probléme II

On souhaite déterminer si la réussite d"un étudiant & un examen de Tests Statistiques dépend
de son sexe (masculin ou féminin).

Tests paramétriques

On considere dans un premier temps que la note d'une fille a I'examen de Tests Statistiques
suit une loi normale N(m-, o%) et que celle d"un gargon suit une loi normale N (my, a%). On
observe les notes de 22 étudiants dont 12 filles et 10 garcons, et on obtient les résultats
suivants.

Filles 8 7 45 13 13 85 10 125 11 11 15 135
Gar¢ons | 135 10 8 11.5 185 85 125 55 95 105
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1. Montrer que I’on ne rejette pas I’hypothese d’égalité des variances o7 et 05 au niveau 5%.

2. En déduire un test de I’hypothése (Hyp) "m; = my" contre (Hy) "m; # my" de niveau 5%.
Quelle est la conclusion de ce test?
3. Ce test est-il uniformément plus puissant parmi les tests de niveau 5% ?

Test non paramétrique

On consideére dans un deuxieme temps les notes des 83 étudiants dont 23 filles et 60 gargons,
et on obtient pour chaque classe de notes les effectifs suivants.

Notes | [0,8] 1]8,11] ]11,13.5] ]13.5,20]
Filles 5 8 5 5
Garcons | 14 18 18 10

1. Construire un test du x? d’indépendance au niveau asymptotique 5%.
2. Quelle est la conclusion de ce test?
3. Quelle critique peut-on opposer a cette conclusion ?

Probléme III

Onsouhaite étudier le temps X (en mois) mis par un étudiant (fille ou garcon, sans distinction)
diplomé de Master pour obtenir un emploi a durée indéterminée. On reléve ce temps pour
n jeunes diplomés.

On souhaite tester I'hypothese (Hp) "X suit la loi exponentielle de parameétre 1/6" sur la base
de ces observations.

1. Donner la statistique de test de Kolmogorov-Smirnov pour ce probleme de test, ainsi
qu’une expression de cette statistique facile a utiliser en pratique.

2. Expliquer pourquoi la loi de cette statistique sous ’hypothese (Hp) peut étre tabulée pour
toute valeur de n.

3. Quelle est la loi asymptotique de cette statistique sous 1’hypothese (Hp) ?

4. Pour n = 10, on a relevé les résultats suivants.

| Temps d’insertion | 5.5 102 302 16 75 41 103 153 42 7|

Quelle est la conclusion du test de Kolmogorov-Smirnov de niveau 5% ?
5. Sil'on souhaite seulement tester ’exponentialité du temps d’insertion, quel(s) test(s) non
paramétrique(s) peut-on faire ? Expliquer.
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Extraits des tables statistiques

Pour différentes valeurs de 7, on donne g095 et gn005 tels que P(X < gu095) = 0.95 et
P(X < gn.05) = 0.05 lorsque X ~ x*(n).

n 3 4 5 6 120
qnoos || 7.81 | 9.49 | 11.07 | 12.59 | 146.57
gnoos || 0.35 | 071 | 1.15 | 1.64 95.7

Pour F ~ ¥(12,10), on donne pour a, g, tel que P(F < q,) = a.

[24

4o | 03 |036]291| 3.62

0.025 | 0.05 | 0.95 | 0.975

Pour F ~ ¥(11,9), on donne pour a, g, tel que P(F < q,) = a.

a
Yo

0.025 | 0.05 | 0.95 | 0.975
0.28 | 035 | 3.10 | 391

Pour T ~ 7°(20), on donne pour a, g1, tel que P(T < g1_,) = 1 — a (on rappelle que la loi de
Student est symétrique).

[24

Gioa || 253 | 2.09 | 1.72 | 1.33

0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.1

Pour T ~ 7°(22), on donne pour a, g1, tel que P(T < g1_,) = 1 — a (on rappelle que la loi de
Student est symétrique).

[24

fi-a | 251 | 207 | 1.72 | 1.32

0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.1

Table de Kolmogorov-Smirnov : pour différentes valeurs de n, on donne goo5 tel que
P(supte[orl] |Fun(t) — t| < goos) = 0.95 (sans la racine carrée +n), lorsque Fyj, est la fonc-
tion de répartition empirique associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 1].

n
q0.95

10 20 30 > 100
0.409 | 0.294 | 0.242 | 1.358/ \/n
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Correction
Probléme I

Soit X =]1,4+o0o[" et A = B(]1, +oo["). Pour 0 € © = R}, on note Py la loi de (Xj, ..., X,). Le
modele statistique considéré est défini par (X, A, (Pg)oco)-
1. Soit h une fonction borélienne bornée. E[h(Y)] = f;w h(26 In x)6% 102 gy = j;roo h(y)ze‘%ydy

x6+1
(changement de variables). On a donc bien Y ~ x?(4), d’ot1 20 In X; ~ x*(4) et comme les X;
sont indépendantes, 26 . ; In X; ~ X2 (4n).
2. Le modéle statistique considéré est dominé par la mesure de Lebesgue sur ]1, +oo[", et

-6-1
sa vraisemblance est donnée par L(xy,...,x,,0) = 92" [T, Inx; (H?:l xl-) . Soit 61 < 0O,.

Alors oo
2n (1 1 2

L(x1,...,%,,02) _ (@) " Hxi _ (@) ne(el—ez)z;’:llnxi_

LCe, oo ixn, 01)  \O1) |14 01
Le modele est donc a rapport de vraisemblance strictement décroissant en la statistique
Px1, ..., x0) = Yy Inx;.
3. D’apres le théoreme de Lehmann, il existe un test uniformément plus puissant parmi les
tests de niveau a de la forme

1 si Yi,lnx<k
Ppx)=3 ¢ si Yi,Inx;=k
0 si Yllnx;>k

avec E1[¢p] = P1((x1,..., %), Yiiy Inx; < k) + cP1((x1,..., %), Y.ioyInx; = k) = a. Puisque
Pi((x1,...,%n), Xy Inx; = k) = 0, on peut prendre ¢ = 1 par exemple, d’oit

1 st Y lnxi<k
) ‘{ 0 si Y7, Inx;>k
avec k tel que P1((x1,...,x4),2 Y1 Inx; < 2k) = a. Lorsque (Xi...,Xy) ~ P1, 27 InX; ~
x?(4n) donc on choisit k = g,/2 ot g, est le a quantile de la loi x?(4n).
4. Lorsque n = 30, a = 5%, k = 95.7/2 = 47.85. Comme ici },;_; Inx; = 26.66, on rejette (Ho)
au niveau 5%.
Questions facultatives :

5. L'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 est donné par 0 =2n/ YL Inx;.
6. Statistique de test :
supg; L(x1, ..., xn, 0)

supg.o L(x1,...,x,,0)

/\(xl,. . .,xn) =
d’ott A(xq,...,x,) =1si 6 <1, et sinon

srt—-1
L(x1, cees Xny 1) _ (H?:l xi) Zi:l % (Z?:l ln xi)zn
L(xl, oo Xy, é) (2n)2n ’

OnalnA(xy,...,x,) = 2n=2nIn2n)+2nIn(y, Inx;)—- Y1, Inx; = 2n—2nIn(2n)+h(} L, Inx;),
pour 2n/ Y. Inx; > 1, avec h(t) = 2nlnt — t pour t < 2n. On montre alors que & est
croissante sur ]2n, +oo[, donc que InA(xy, ..., x,) est croissante en ¢(x1,...,x,) pour 0> 1.
Le test du rapport de vraisemblance maximal revient donc a rejeter ’hypothese (Hp) lorsque
@(x1,...,x,) < k. On retombe sur le test construit a la question 3.

A(xl,...,xn) =
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Probleme I1I
Tests paramétriques

Soit Y = (Yy,...,Y12) un 12-échantillon de la loi N (m;, G%), modélisant les notes des filles, et
Z =(Z4,...,2Z19) un 10-échantillon de la loi N (my, o%), modélisant les notes des gargons, avec
(m1,0%,my,03) € © = (R})* inconnu. On suppose que Y et Z sont indépendants, et on pose
X = (Y, Z). Soit x = (y,z) avec vy = (y1,...,Y12), 2 = (21,...,210), l'Observation de ces deux
échantillons indépendants. Soit X = R?, et A = B(R*?). Pour 0 = (m1,0 Mo, 02) € O, on

note Py la loi de X : Pg = N(m;, O%)® 12&) N(my, a%)®10. Le modele statistique considéré
est défini par (X, A, (Pg)oeco)-

1. On va d’abord tester 'égalité des variances i.e. (Hp) : " 2 o2"

o3

Statistique de test : F(x) = SZ(Z; ,o0u S%(y) = Zl 2 (yi — §)? et S2(z) = %Z}fl(zi — z)z.

Fonction de test : puisque S%(y) et S*(z) sont les estimateurs empiriques sans biais de G% et

contre (Hy) : "o} ¢02”

a3, on choisit de rejeter (Hp) lorsque F(x) prend de petites ou de grandes valeurs. La fonction
de test correspondante s’écrit ¢p(x) = Lry)<s, + Lrx)>s,, avec s > s1.

Calcul de s; et s; : lorsque a% = 05 = 0%, i.e. lorsque X ~ Py 62,my,07), ON sait que F(X) ~

¥ (11,9), donc pour un niveau de test 5%, on prend s; = 0.28, s, = 3.91. La fonction de test
d’égalité des variances s’écrit finalement ¢(x) = Lru)<0.28 + Lrw)>3.91-
Conclusion : ici, on a F(x) = 0.756, donc on ne rejette pas '’hypothese d’égalité des variances.

On peut mettre en ceuvre le test d’égalité des moyennes, en supposant que 03 = 03 = 02,
2. On suppose donc que 02 = a% = o2 ; .

- 1 2.yl =2
Statistique de test : T(x) = L , ot S3(y,z) = Ly (vi7d) 2;21:1(21 g

52V 12"'10

Fonction de test : puisque 7/ et zZ sont les estimateurs empiriques de m; et my, on choisit
de rejeter (Hp) lorsque |T(x)| prend de grandes valeurs. La fonction de test correspondante
s’écrit (P’(x) = ]llT(x)|Zs-

Calcul de la constante s : lorsque m; = my, T(X) suit la loi de Student a (12 + 10 — 2) = 20
degrés de liberté. Donc pour un niveau de test 5%, s = 2.09. La fonction de test d’égalité des
moyennes s’écrit finalement ¢’ (x) = 1j7(x)>2.09-

Conclusion : ici, on a T(x) = —-0.153, donc on ne rejette pas I'hypothese d’égalité des
moyennes. On n’a pas assez d’éléments pour conclure que la réussite varie selon le sexe
de I’étudiant.

3. Le test est seulement UPPSB au niveau 5% (test bilatere avec parametres de nuisance).

Test non paramétrique

1. Soit (X, Y) un couple de v.a.r. modélisant le sexe d’un étudiant et la classe (en terme de
note) a laquelle il appartient. On dispose de 1'observation z = ((x1, y1), ..., (Xn, ¥n)) (n = 83)
d"un n-échantillon Z = ((X1, Y1),..., (X, Y»)) de ce couple.

On veut tester (Hp) X et Y sont indépendantes contre (H;) X et Y ne sont pas indépendantes.
On fait pour cela un test du chi deux d’indépendance.

N; N, i
Statistique de test : T(z) = 21-2:1 Z?zl %]”) oll

— N est le nombre d’étudiants de sexe i, et appartenant a la classe j,
— N;. est le nombre d’étudiants de sexe i,
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— N, est le nombre d’étudiants appartenant a la classe j.
Fonction de test : ((z) = Li1(;)>s)-
Calcul de la constante s : sous ’hypothese (Hp), T(Z) suit asymptotiquement la loi x*(3). Pour
un niveau asymptotique 5%, on prend s = 7.81.
Ici, T(z) = 0.786, donc on ne rejette pas 1’hypothese d’indépendance au niveau asymptotique
5%.
3. La critique que 'on peut faire est que la taille de 1’échantillon (des filles en particulier)
est trop petite pour obtenir un test fiable. Les effectifs théoriques ne sont d’ailleurs pas tous
supérieurs a 5!

Probléme III

SoitZ = (X3, ..., X,) unn-échantillon delaloi P dela v.a. X (absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R;), modélisant le temps d’insertion d"un jeune diplomé de
Master. Soit z = (x1, ..., x,) 'observation de cet échantillon. On veut tester (Hp) P est une loi
&(1/6) contre (Hy) P n’est pas une loi &(1/6). On utilise pour cela un test de Kolmogorov-
Smirnov d’adéquation.

1. Statistique de test : D%(Z) = vn SUp;eg, IFn(t) — FO(#)|, ot F,, est la fonction de répartition
associée a I'échantillon Z et F est la fonction de répartition de la loi (1/6) : FO(t) = 1 —e7*/°.
Cette statistique s’exprime également sous la forme :

_ 0y y_ L] |ro ._i__l}
Dn(Z)—\/ﬁ{r;%maX{F(xm) nl |F G0 == '

7

2.Onsait quelorsque P = &(1/6), pour toutn, DY(Z) suit laméme loi que U, = vn SUPye(o1] |[Fun(t)—
t|, out Fy, est la fonction de répartition associée a un n-échantillon de la loi uniforme sur
[0, 1]. Cette loi peut donc étre tabulée pour toute valeur de n.

3. Dapres le théoreme de Kolmogorov, D}(Z) —© loi de fonction de répartiton H définie
par H(t) =1+2 Z,f‘;l(—l)ke‘Zkztz. Cette loi est également tabulée.

4. On sait que lorsque P n’est pas la loi £(1/6), DY%(Z) — +o0 p-s. donc la fonction de test est
de la forme ¢(z) = L po,>s-

Calcul de la constante s : on a vu que lorsque P = &(1/6), D)(Z) suit la méme loi que
u, = \/ﬁsupte[orl] |[Fu,(t) — t| donc on choisit pour n = 10, s = 0.409 * V10 = 1.293 pour un
niveau 5%.

Conclusion : Pour calculer la valeur de DY(z), on utilise le tableau suivant.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X(i) 4.1 42 55 7 7.5 102 103 153 16 30.2
P(x;) | 0495 0503 0.6 0.689 0713 0.817 0.82 0.922 0.931 0.993

On obtient DY(z) = 1.566, donc on rejette I’hypotheése (Hp) au niveau 5%.

5. Pour tester I’exponentialité seule, on peut utiliser le test dérivé de Kolmogorov-Smirnov
(c.f. Exercices), ou, si le nombre d’observations peut étre augmenté, un test d’adéquation
du x? en regroupant les données dans des classes et en estimant le paramétre de la loi
exponentielle par 1/z. La loi asymptotique de la statistique de test est alors une loi du x? a
m — 2 degrés de liberté si le nombre de classes est m.
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8.2 Lois usuelles dans R”

La loi multinomiale.

On répete n fois une expérience a k issues, de probabilités respectives pj, ..., pk, de facon
indépendante, et on considere pour touti =1,...,k, le nombre X; de réalisations de l'issue i
(parmi les n répétitions).

Définition 31. On dit que le vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xx) suit une loi multinomiale de
parametres (n,p1, ..., px), et on note X ~ M(n,p1,...,px). Ona

— — n! X1 Xk
P((Xl,...,Xk) = (xl,...,xk)) = xl'—xk'pl pk .

Propriétés.

Les variables marginales Xy, . .., Xj sontlinéairement dépendantes par construction : Zi-‘:l Xi=
1, et on a bien str Zle pi=1

Chaque variable marginale X; suit une loi binomiale 8(n, p;).

On a donc E[X] = (npy, ..., npx), et la matrice de variances-covariances de X est égale a

npi(l—-p1) —npip2 ...  —hnpipx
—np1p2 np2(1-p2) ... —Nnpapx
Lx = : : : :
—np1 Pk -npopx - npe(1—pg)

Remarque : Cette matrice Lx n’est pas inversible.

La loi multinomiale a toute son importance en statistique. Elle est notamment a la base d'un
test tres utilisé en statistique : le test du khi-deux.

Vecteurs gaussiens - loi multinormale.

Retour sur la loi gaussienne dans R : Densités, forme des densités, centrage et réduction d'une
v.a.r. gaussienne, quantiles des lois gaussiennes, loi gaussienne dégénérée.

Définitions - Premieres propriétés
Définition 32. Un vecteur aléatoire de dimension k X = (Xi,...,X) est dit gaussien si toute

combinaison linéaire de ses variables marginales a1 X1 + ... + ax Xy est une v.a.r. gaussienne.

Proposition 9. La loi d'un vecteur aléatoire X = (X, ..., Xi) gaussien est entierement déterminée
par la donnée de son espérance myx = E[X] et de sa matrice de variances-covariances Lx. On note
alors X ~ Ni(mx, Lx).

La fonction caractéristique de la loi Ny(mx, Lx) est donnée par px(t) = et mxp=3t'Tt

Proposition 10. Soit X = (X, ..., Xi) un vecteur gaussien. Par définition, les variables marginales
X1,..., Xk sont des v.a.r. gaussiennes. Mais la réciproque est fausse.
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Preuve. On prend X; ~ N(0, 1), € une variable aléatoire de Rademacher, c’est-a-dire qui prend
les valeurs 1 et —1 avec probabilité 1/2, et on pose X, = €X;. On peut voir que X; et X, sont
des v.a.r. gaussiennes centrées réduites, mais que X; + X, n’est pas une variable gaussienne
(notamment, ona P(X; + X, = 0) # 0!). Par conséquent (X1, X2) n’est pas un vecteur gaussien.

Proposition 11. 5i Xy, ..., Xy sont des v.a.r. gaussiennes indépendantes, alors le vecteur aléatoire
X =(Xy,..., Xx) est un vecteur gaussien.

Définition 33. Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xy) est dit gaussien centré réduit ou standard si
X ~ N0, I).

Proposition 12. X = (Xy,..., Xy) ~ Ni(mx, Xx) si et seulement si X peut s’écrire X = AY + myx,
avec Y ~ Ni(0,Ix), A étant de taille k X k, satisfaisant AA" = Lx et rang(A) =rang(Lx).

Si X = (X1,..., X)) ~ Ni(mx, Lx), A une matrice de taille | x k et B € R, alors AX + B ~
Ni(Amyx + B, AXxA’). En particulier, le vecteur Z;/ 2(X — mx) est gaussien standard.

Indépendance

Proposition 13. Soit X = (Xy,...,Xx) ~ Ni(mx, Lx). Les variables marginales Xy, ..., Xj sont
indépendantes si et seulement si Yx est diagonale, autrement dit si et seulement si elles sont non
corrélées.

Soit Z = (Xq,...,Xp, Y1,...,Y,) un vecteur gaussien. Les vecteurs (Xy,..., Xp) et (Y1,...,Y,) sont
indépendants si et seulement s’ils sont non corrélés.

Preuve. Utilisation de la fonction caractéristique.

Attention : on rappelle que ces propriétés sont fausses dans le cadre général des vecteurs
aléatoires ! Si on reprend l'exemple ci-dessus de X; ~ N(0, 1), et X, = €Xj, alors les variables
X et X; sont non corrélées, mais dépendantes.

Densité

Proposition 14. Soit X = (Xy,...,Xx) ~ Ni(mx, Lx). X admet une densité f si et seulement si
detYx #0,etona

— 2 (x—mx) £ (x—mx)
7

f(xl,...,xk): 1
(V2m)k Vdet Zx

avec x = (x1,...,x).
Preuve.OnaY = Z)_(l/ 2(X —mx) ~ Ni(0,1;), donc ses variables marginales Y7, ..., Y} sont des
v.a.r. gaussiennes centrées réduites indépendantes. Y a donc pour densité

1

e_% Z‘45(:1 yl? .
(2m)k/2

g(y) =

IIsuffitalors d’appliquer la formule du changement de variables. Lejacobien vaut 1/(det Z%g/z)
(det Xx)™1/2, ce qui donne le résultat.

Exemple. Cas du vecteur gaussien de dimension 2 et lien avec le coefficient de corrélation
linéaire.

Définition 34. Un vecteur gaussien X dont la matrice de variances-covariances a un déterminant
nul est dit dégénéré.
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Vecteurs gaussiens et loi du Khi-Deux
Rappels sur la loi du Khi-Deux.

Proposition15. Si X = (Xy, ..., X)) ~ Ni(mx, Lx), avec Lx inversible, alors (X—mx)'Z)‘(l(X—mX)
suit une loi du (k).

Preuve. 11 suffit ici aussi de voir que Z;/ 2(X = mx) ~ Ni(0, Ii).

Proposition 16. Soit X = (X1, ..., Xi) ~ Ni(0, ).
X' AX suit une loi du x? si et seulement si A est une matrice de projection orthogonale, i.e. A2 = A =
A’. Le nombre de degrés de liberté du x? est alors égal au rang de A.

Soit A, B deux matrices de projection orthogonale. X’ AX et X'BX sont indépendantes si et seulement
si AB = 0.

Theoreme 16 (Théoréme de Cochran). Soit X = (Xy,...,Xi) ~ Ni(0,I). Soit Ay,...,Ap p
matrices symétriques de taille k X k telles que Zle X'A1X = X'X (décomposition de la norme de X
au carré). Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

- 27:1 rang(A;) = k.

- Pour toutl=1,...,p, X’A1X ~ Xz(rang A)).

- Les X' A; X sont indépendantes.

Application aux projections sur des sous-espaces vectoriels de RF.
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