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Introduction

Introduction

Dans ce chapitre, on étudie des cas particuliers de régression
linéaire ou :

@ La variable a expliquer Y est quantitative,

@ La ou les variables explicatives potentielles sont qualitatives.

— tres fréquent en pratique.

Exemples des données du Cirad et d'Air Breizh.
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Analyse de la variance a un facteur
Equation d'a
Tests sous hypot

Analyse de la variance a un facteur

Cas d’une variable a expliquer quantitative Y et d’une
variable explicative qualitative potentielle.

Objectif : déterminer si la variable explicative qualitative
considérée a un effet - significatif - sur Y.

Définition

La variable qualitative considérée est souvent appelée facteur. On
suppose qu'elle prend ses valeurs dans un ensemble fini a |
éléments appelés niveaux (du facteur).

» Une premiére analyse graphique : boites a moustaches (boxplot).
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’analyse de la variance
Tests sous hypoth gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Données du Cirad
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Modélis:

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’analyse de la variance
Tests sous hypoth gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Données d’Air Breizh (1996-1998)
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Modélis:

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’analyse de la variance
Tests sous hypoth gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Données d’Air Breizh (1996-1998)
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Analyse de la variance a un facteur SHINE es parametres
on d'an | iance
Tests sous hypot gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Pour i =1...1, on note n; le nombre d’observations de Y
correspondant au jéme niveau du facteur, et pour j =1...n;, yj
désigne la jeme observation de Y pour le jeme niveau du facteur.

Soit n = 21{:1 n; le nombre total d'observations.

Définition
@ Sin; > 0 pour tout i, on dira que le plan d’expérience est
complet.
@ Siny=...=ny, ondira que le plan d'expérience est
équilibré.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d'analyse de la variance
Tests sous hypothése gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Modélisation

Modele d’ANOVA a un facteur

Les observations y;;, i =1.../, j=1...n; sont supposées étre
issues du modele

i=1...1

\/I..j:Iu,+Oéi+6ij’ {j:l.--”i

ou les variables ¢;; vérifient les conditions standards :

- (C1) E[eg] =0,
- (Cg) COV(&,'J',E,'/J'/) = 0,

- (C3) var(ej;) = o2.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des paramet
Equ d’an
Tests sous hyf

Analyse de la variance a un facteur

Modélisation

Ecriture sous forme matricielle

Recodage (disjonctif complet) du facteur en variables indicatrices
(dummy variables).

Matrice d'incidence : A= (11, 15,...,1;) i.e.

1 0 ... 0
10 0
0 1 0

000 ... 1
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation de la variance
Tests sous h gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Modélisation

Modele : Y =Xg3+¢e avec

-Y =Wt Yin, s Vit Y,
B=(uai,... o)

-&= (511,...,61,,1,...,6/1,...,6/,7,),,

-X =(1,A), ie.

1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’ana fe la variance
Tests sous hypothése gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Modélisation

Identifiabilité et contraintes

Probleme : le modeéle n'est pas identifiable. Contre-exemple pour
I'unicité. La matrice X n'est pas de plein rang...

Solution : contrainte linéaire identifiante sur les ccefficients —
reparamétrisation du modele.

@ Contrainte de type analyse par cellule : = 0. On pose alors
B=(a1,...,aq) et X=A.

© Contrainte de type cellule de référence : «j, = 0 pour un i,
choisi dans {1,...,/}. Choix de SAS et R par défaut.

© Contrainte d’orthogonalité : Zle nja; = 0.
© Contrainte de type somme : Zle a; =0.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parametr
Equation d'a de
Tests sous hypothese

Analyse de la variance a un facteur

Estimation des parametres

Contrainte 1 =0

Modele : Y =X(3+ ¢ avec = (a1,...,q;) et X = A,

nn 0 ... O n% 0 0

0 n ... 0 o L 0
Xx=1 . et (X'X)~1 = "

0 0 n 0 0 nl,

f=XX)IXY = (1,...,4) ot & = Yie = £ 327, Yy pour
tout /.

Magalie Fromont Régression sur variables qualitatives - Analyse de la variance



Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’ana variance
Tests sous hypot issienne

Analyse de la variance a un facteur
Estimation des parametres

Remarque : |'estimateur B est intuitif !

Proposition

(3 est un estimateur sans biais de 3 de variance o°diag nll, e l)

minimale parmi les estimateurs linéaires sans biais de (3.

Le vecteur des valeurs ajustées est défini par ¥ = (Yie, ..., Y1),
et celui des résidus par : £ = Yjj — Yi,.

Proposition

L ‘estimateur sans biais de la variance o? est
5 1 no2_ 1 VIR VIRY
0% =50 j=15if = n=] dim1 j':l(yu Yie)*.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parametr
Equation d'a de
Tests sous hypothese

Analyse de la variance a un facteur

Estimation des parametres

Contrainte «;, =0

Modele : Y = X3 + ¢ avec § = (M70417 Yo R Ao 7 R, PR ,Oé[)/
et X = (]l, 1i,..., ]1,;,1, ]1,'r+1, ey ]1/).

Estimateur des moindres carrés ordinaires de (3

A= (XX)IX'Y = ({1, 81, ..., 61,841, - -, &), avec
fi=Yie &j=Yie—Yiepouric{l,....ip —1i,+1,... 1}

Remarques :

—AVecteur des valeurs ajustées inchangé car £(X) inchangé i.e.

Y =(Yie,---, Yis).

- Vecteur des résidus et estimateur sans biais de o2 : idem aussi.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parametr
Equation d'a de
Tests sous hypothese

Analyse de la variance a un facteur

Estimation des parametres

Contrainte Zle niay =0 (o = _nl, Zf;i ni;)

Modele : Y = X3+ ¢ avec = (pu,01,...,0/-1) et
X = (]l, 1;— %1/, oy — ";1]1/)

B = (,L’_l,(’l\kl, <o ,6&[,1), avec /,l = \_/.. = %Zl{zl n; \_/,'.,
&

i=Yie— Yee pourie{l,...,1 —1}.

Remarque : vecteur des valeurs ajustées, vecteur des résidus et
estimateur sans biais de o2 inchangés (£(X) inchangg...)
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’'anz i
Tests sous hypot

Analyse de la variance a un facteur

Estimation des parametres

Contrainte 3./, a; =0 (o) = — Y171 o))

Modele : Y =X3 + ¢ avec § = (u,01,...,y-1) et
X=(1,11—1/,...,1_1 — 1)

Estimateur des moindres carrés ordinaires de (3

B =(f,a1,...,4-1), avec f = 1 321, Vi,
b = ,-.—,Z,, Yie pouric{1,...,1—1}.

Remarque : vecteur des valeurs ajustées, vecteur des résidus et
estimateur sans biais de 02 inchangés (£(X) inchangé...)
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Modélisation
Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d'analyse variance
Tests sous hypothes: issienne

Analyse de la variance a un facteur
Equation d'analyse de la variance

On rappelle ici I'équation d’'analyse de la variance usuelle :
SCT = SCE + SCR.

Elle s'exprime ici, puisque 1 € £(X) quelle que soit la contrainte,
sous la forme :

1Y = VoL |P = |V = VeI [P + ||y = ¥/

Interprétation :

@ SCE = variabilité inter cellules, dispersion des moyennes
empiriques par cellules autour de la moyenne empirique globale
@ SCR = variabilité intra cellules.
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Modélisation

Analyse de la variance a un facteur Estimation des parameétres
Equation d’analyse de la variance
Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Tests sous hypothése gaussienne

On suppose (Ca) vérifiée : ¢ suit une loi gaussienne.

Test d’effet du facteur
(Ho) : a1 =...=ay =0contre (Hy) : 3(i, "), a; # «ji.

Cas particulier de test de validité de sous-modele
_ SCE/(I-1) _ i mi(Vie=Yee)?/(I-1)

isti : F(Y) = = e .
Statistique de test : F(Y) SCRID) — S35 (Yy— Yo /(1)

Loi sous (Ho) : F(Y) ~y) F(I —1,n—1).
Région critique du test de niveau a : {y, F(y) > fi_1,—1(1 — @)}
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lisation
Analyse de la variance a un facteur E: ation des parameétres
Equation d’analyse de la variance
Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a un facteur

Tests sous hypothése gaussienne

Tableau d’analyse de la variance

| Variation | ddl | SC | CM | F [ Pr(> F) |
Facteur |/ —1 | SCE | SCE/(I —1) gggi&j;

Résiduelle | n—1 | SCR | SCR/(n—1)
Totale | n—1| SCT
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Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'a
Tests sous hypot

Analyse de la variance a deux facteurs

Cas d’une variable a expliquer Y quantitative et de deux
variables explicatives qualitatives potentielles = deux facteurs
dont le premier a / niveaux, et le deuxieme a J niveaux.

Objectif : déterminer si les facteurs considérés ont un effet -
significatif - sur Y.

» Une premiére analyse graphique : tracé des moyennes
empiriques par cellules (profils).
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Modélisation
Estim n des paramet
Analyse de la variance a deux facteurs Equatio analy
Tests sous hypothese gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs
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Modélisation
Estim n des paramet

Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance
Tests sous hypothese gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Introduction
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Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'a
Tests sous hypot

Analyse de la variance a deux facteurs

Pour tout i=1.../, j=1...J, on note n;; le nombre
d’'observations de la variable Y correspondant aux ieme et jeme
niveaux des deux facteurs considérés, et y;; la kieme observation
de Y correspondant aux iéme et jéme niveaux des facteurs. On
suppose que yjjx est I'observation d'une variable aléatoire Y.

Notations utiles :

=]

j— I J P ’ -
= >_i—12_j—1 Ni,j nombre total d'observations,

o 1 n;.j .
ijo = T Lik= 1 Yijk:

joe — Z ZJ 1 an I_]k:
!
ojo — 72(: » Zi:l Z'ijl Yijkv
1 nj,
---:;Zizl j= 12” Yijk-
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Modélisation

Estimation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse [ERVETET e

Tests sous hypothése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Modélisation

Modeéle d’ANOVA 3 deux facteurs

Les observations yjix, i=1...1,j=1...J, k=1...n;; sont
supposées étre issues du modele

i=1...1
Yiik = 1+ ;i +nj + vij + Eijks j=1...J4
k:l...n;J

ou les variables ¢ vérifient les conditions standards :

- (€1) Eleju] = 0,
- (Cg) COV(e’:‘,'jk,E,'/j/k/) = 0,
- (C3) var(ejx) = o2.

On considere dans la suite seulement le cas d'un plan d'expérience
équilibré i.e. n; j = K pour tout (7, ).
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Modélisation
Estimatio
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'a
Tests sous hypot

Analyse de la variance a deux facteurs
Modélisation

Ecriture sous forme matricielle

Recodage des facteurs en variables indicatrices.
Matrices d'incidences :

o A= (]11.7]1207---7]1/0)7
] 32(1.1711027-"7]10-/)7
o C=(T11,T12y ooy Layyeeey Lypyen, Iyy).

Modele : Y = X3 + ¢ avec

°oY = (Yijk);':l...l,j:l...J,k:l...K'

= (gijk);':l...l,j:l...J,k:l...K'

O B = ([0, s QML s NI VI s YLy s Vs e+ V1)
e X=(1,A,B,C).
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Modélisation

Estimation de
Analyse de la variance a deux facteurs Equation

Tests sous h

Analyse de la variance a deux facteurs

Modélisation

Identifiabilité et contraintes

Probleme : Le modeéle n'est pas identifiable. La matrice X est de

taille n x (1 + 1 + J + 1J), mais rang(X) = 1J.

Solution : ensemble de 1+ / 4+ J contraintes linéaires identifiantes
sur les ccefficients linéairement indépendantes — reparamétrisation
du modéle.

@ Contrainte de type analyse par cellule : 4 =0, a; =0 Vi,
nj =0Vj,

@ Contrainte de type cellule de référence : a; =mn; =0 et
Vi, =i, j=0Vi=1...1, j=1...J.

© Contrainte de type somme : Zle ap = Zle nj =0 et
SV = =0Vi=1..01, j=1..J.
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Modélisation
Estimation des parametr
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'a de

Tests sous hypot

Analyse de la variance a deux facteurs

Estimation des parametres

Contrainte de type analyse par cellule

Modele : Y,'J'k = ij + Eijk

Estimateurs des moindres carrés ordinaires des ceefficients

Aij = Yijepourtout i=1.../, j=1...J.

A - —

Valeurs ajustées : Yjj = Yjje, résidus : &jj = Yy — Yije.

Estimateur sans biais de la variance

"5 _ SCR 1 / J K 2
02 = n—1J — n—1J >z j=1 Zk:l(yfj - Yij°) :
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Modélisation
Estimation des parameétres

Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'ana
Tests sous hypot

Analyse de la variance a deux facteurs

Estimation des parametres

Contrainte de type somme
i=1...1
j=1...J ,avec
k=1...K
I J I J -
Z,-Zla,-:ijlnjzziﬂ'Yij:Zj:l’yij—OV :1...I,j:1...J_

Modele : Yjji = p+ o +nj + vij + €k

/)\/U = \/IJO - \_/ioo - \_/o_jo + Vooo-

Remarque : Valeurs ajustées, résidus et estimateur sans biais de la
variance inchangés.

Magalie Fromont Régression sur variables qualitatives - Analyse de la variance



Modélisation

Estimation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance

Tests sous hypothése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs
Equation d'analyse de la variance

On rappelle I'équation d’'analyse de la variance usuelle :
SCT = SCE + SCR.

La somme des carrés expliquée peut se décomposer par Pythagore
en: SCE = SCEp + SCEg + SCE¢, ou
o SCEx=JK S|, a2,
o SCEg = IK Y1 2,
1 J 2
0 SCEc=KY i1 2497

L'équation d’'analyse de la variance devient alors :

SCT = SCEp + SCEg + SCE¢ + SCR.
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Modélisation

Estimation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance

Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Tests sous hypothése gaussienne

On suppose (C4) vérifiée : € suit une loi gaussienne.

Test de l'interaction
(Ho)c : V(I,_]) Yij = 0 contre (Hl)C : H(i,j), Yij 75 0.

Cas particulier de test de validité de sous-modele
Statistique de test : Fc(Y) = SCEgé%;(_IIIESj)_l)).

Loi sous (Ho)c 5 Fc(Y) ~(Ho)c f((/ - 1)(./ - 1), n— /J)
Région critique du test de niveau « :

{y, Fely) > fu-nyu-1),,-s(1 — a)}.
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Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance
Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Tests sous hypothése gaussienne

Remarque : Si on rejette (Hp)c, les facteurs ont un effet
significatif, on ne teste donc pas les effets individuels de chaque
facteur.

Si on ne rejette pas (Hg)c, on suppose que V(i,j) vjj =0 et on
teste les effets individuels de chaque facteur.

On suppose dans la suite (C4) Vérifiée : € suit une loi gaussienne,
et V(i,j) vj = 0.
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Modélisation

Estimation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance

Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Tests sous hypothése gaussienne

Test de I'effet du facteur A
(Ho)a : Vi aj =0 contre (H1)a : 3i,a; # 0.

Par précaution, on choisit généralement d'estimer o2 dans le
modele complet i.e. avec interaction (choix usuel des logiciels).

Test de validité de sous-modele

Statistique de test : Fa(Y) = %-

Loi sous (HO)A 5 FA(Y) ~(Ho)a f(/ - 1, n— /J)
Région critique du test de niveau « :

s Fa(y) > fic1,n-(1 — )}
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Modélisation
Estimation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance

Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Tests sous hypothése gaussienne

Test de I'effet du facteur B
(HO)B DYy nj = 0 contre (Hl)B : El_j,?]j 75 0.

Test de validité de sous-modele

Statistique de test : Fg(Y) = %.

Loi sous (HO)B 5 FB(Y) ~(Ho)s .7:(../ - 1, n— /J)
Région critique du test de niveau « :

{y, Fe(y) > fi_1,n-1(1 — )}
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Modélisation

= ation des parametres
Analyse de la variance a deux facteurs Equation d'analyse de la variance

Tests sous hypotheése gaussienne

Analyse de la variance a deux facteurs

Tests sous hypothése gaussienne

Tableau d’analyse de la variance

[ Variation | ddl | SC | CM | F [PiGF)]
Facteur A | /-1 | SCEa| 5% | gi=])
Facteur B | J—1 | SCEpg SJC_EIB 7§2g3 {,(f__,j))

: SCE —1)(J—
Interaction (I-1)(J-1) SCEC m EW

Résiduelle | n—1J | SCR SCR
Totale n—1 | SCT
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Compléments

Compléments

Autres tests et intervalles de confiance par extension de la
régression linéaire multiple générale.
Plans d’'expérience plus complexes.

Remarque fondamentale : une analyse de la variance doit étre

complétée comme toute analyse de modele de régression par la
recherche d'éventuels écarts au modeéle — analyse des résidus,

données atypiques, etc.

Pour une présentation plus compléte de I'analyse de la variance :
Scheffé (1959).

Mélange de variables quantitatives et qualitatives : ANCOVA (c.f.
cours de Modéles de régression 2).
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